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Kapitel 10
Folgen

Folgen sind eines der wichtigsten Hilfsmittel der Analysis, also dem
Teilgebiet der Mathematik, das sich mit der Untersuchung von Funk-
tionen und ihren Eigenschaften beschaftigt. Viele Grundbegrifte der
Analysis, wie zum Beispiel Grenzwert, Konvergenz, Divergenz, Stetig-
keit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit, basieren auf dem Fol-
genbegriff. Dartiber hinaus lassen sich in vielen Anwendungen die
betrachteten Groflen nicht exakt ausdriicken, sondern nur mit be-
liebiger Genauigkeit durch eine Folge approximieren.

10.1 Folgenbegriff

Formal ist eine Folge reeller Zahlen nichts anderes als eine reellwertige
Funktion a, deren Definitionsbereich eine Teilmenge von Ny ist und
deren Funktionswerte a(n) € R mit a,, bezeichnet werden:

Definition 10.1: Folge

Eine reellwertige Funktion
a:D—R, n—a, :=an)

mit D C Ny heifit Folge und die reellen Zahlen a, werden
als die Folgenglieder der Folge a bezeichnet. Wechseln sich bei
einer Folge positive und negative Zahlen ab, heifit die Folge
alternierend. Fiir eine Folge schreibt man (a,),ep oder auch
kurz (a;).

Die Menge D wird als Indexmenge der Folge a und die natiirliche Zahl
n € D als Index des Folgenglieds a,, bezeichnet. In vielen Fallen gilt
D = N oder D = Ny. Daher werden im Folgenden alle Definitionen
und Sétze fiir Folgen mit der Indexmenge Ny formuliert.

Beispiel 10.2: Explizite Definition von Folgen

a) Die Folge (ay)pen mit a, := % fir alle n € N, d.h. die
Folge

1’5’5’1’3’5"" (10.1)

wird als harmonische Folge bezeichnet (siehe Abbildung 10.1,
links).

b) Die Folge (a,)pen mit a, = (—1)”“% fir alle n € N,
d.h. die Folge

11 111
T TS T
heift alternierende harmonische Folge (siche Abbildung 10.1,
rechts).
c) DieFolge (ap)nen, mita, := 2" fiiralle n € N ist gegeben
durch

1,2,4,8,16,32,... (10.2)

(—1) 4n?+2n+1

fur alle
2n2+3

d) Die Folge (ap)nen, mit a; =
n € Ny ist gegeben durch
1 721 43 73 111

3’7 5°11° 21°35° 53°°

Explizite und rekursive Definition

Bei Folgen unterscheidet man zwischen expliziter und rekursiver
Definition:

a) Bei der expliziten Definition einer Folge (ay)nen, werden die
Folgenglieder a,, explizit als Funktion von n € Ny angegeben
(siehe Beispiel 10.2).

b

=

Dagegen werden bei der rekursiven Definition die Folgenglie-
der ay einer Folge (ap)nen, implizit angegeben, indem explizit
die ersten m Werte der Folge sowie der funktionale Zusammen-
hang zwischen a,, und den m vorhergehenden Folgengliedern
Ap—1, ..., Ap—p angegeben wird. Die ersten m Folgenglieder hei-
Ben Startwerte und der funktionale Zusammenhang zwischen
ay und den m vorhergehenden Folgengliedern wird als Rekur-
sionsvorschrift bezeichnet (siehe Beispiel 10.3).
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Abb. 10.1: Harmonische Folge (a,),en Mit a, = L
n

Beispiel 10.3: Fibonacci-Zahlen

Die Folge der Fibonacci-Zahlen
(andnen, ist durch die Rekursions-
vorschrift

ap 1=ap1 tap—

fiir alle n > 2 und die beiden Start-
werte ag = 0 und a; = 1 definiert.
Diese Vorschrift liefert die Folge

0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Die Folge der Fibonacci-Zahlen ist
eine der bekanntesten Folgen, die sich

L. v. Pisa

wesentlich einfacher rekursiv als explizit beschreiben lasst. Sie
ist nach dem italienischen Mathematiker LEONARDO VON P1sa
(1180-1241), der auch FiBoNAccI genannt wurde, benannt. F1o-
NAccr hat diese Folge zur Beschreibung und Analyse des Wachs-
tums einer Kaninchenpopulation eingesetzt.

10.2 Arithmetische und geometrische Folgen

Die arithmetische und die geometrische Folge sind fiir viele ingenieur-
und wirtschaftswissenschaftliche Problemstellungen von Bedeutung:

Definition 10.4: Arithmetische und geometrische Folge

Eine Folge (ap)nen, heifit

a) arithmetisch, wenn a,,41 — a, = d fiir alle n € Ny und ein
geeignetes d € R gilt und

b) geometrisch, wenn % = q fiir alle n € Ny und ein geeig-
n
netes ¢ € R\ {0} gilt.

116

1.2

0.4 —

-0.8

-1.2

(links) und alternierende harmonische Folge (a,),en Mit a, = (=1)"*1 L (rechts)
n

Eine arithmetische Folge (ay,)nen, erfiillt die Rekursionsvorschrift
ap+1 =ap +d

fir alle n € N und ein d € R. Sie besitzt daher die explizite
Darstellung

apy1 =ap+d=(ap_1 +d)+d=..=ap+m+1)d (10.3)
und ihr Name ist durch die Eigenschaft

_A(ap+d)+(ay—d)  apy1 +ap—
n- 2 - 2

fur alle n € N motiviert. Das heifit, das n-te Folgenglied ay, ist das
arithmetische Mittel seiner beiden benachbarten Folgenglieder a,_;
und ay41.

Eine geometrische Folge (a,)nen, erfiillt die Rekursionsvorschrift

Ap4+1 = (qan

fur alle n € N und ein g € R\ {0}. Sie besitzt daher die explizite
Darstellung

apt1 = qay = q(qap—1) = ... = qn+1a0 (10.4)

und ihre Bezeichnung ist durch

an = | @) (an ) = Vamsan

fir n € N motiviert, falls a, > 0 fiir alle n € N gilt. Das heif3t,
das n-te Folgenglied ay, ist das geometrische Mittel seiner beiden
benachbarten Folgenglieder a,,—1 und ay41. Geometrische Folgen
werden zur Beschreibung von Wachstumsprozessen (|q| > 1) und
Schrumpfungsprozessen (|q| < 1) eingesetzt.



10.3 Beschrankte und monotone Folgen

Beispiel 10.5: Arithmetische und geometrische Folgen

a) Die Folge der ungeraden natiirlichen Zahlen 1, 3, 5,7,9, 11, ...
ist eine arithmetische Folge. Denn sie ist durch (a,)nen,, mit
ap :=2(n+1)—1 gegeben und es gilt d = a,41 —a, =
2m+2)-1-Q2n+1)—-1)=2.

b) Die Folge der Dreierpotenzen 1, 3,9,27, 81,243, ... ist eine
geometrische Folge. Denn sie ist gegeben durch (an)nen,
el 3n+1

mit a,, :=3" und es gilt g = . =3—n=3
n

In der Finanzierung und in der Investitionsrechnung treten geome-
trische Folgen hdufig bei der Berechnung von Zinseszinsen fiir ein
gegebenes Kapital auf:

Beispiel 10.6: Diskrete Zinseszinsrechnung

Gegeben sei ein Anleger, der
sein Startkapital K in eine
festverzinsliche Anleihe mit
dem Zinssatz p > 0 investiert
(z.B. p = 3%). Bezeichnet K,
das Kapital nach n Jahren und
werden die Zinsen in den Fol-
gejahren ebenfalls zum Jahresende mit dem Zinssatz p verzinst
(d. h. unter Beriicksichtigung von Zinseszinsen), dann berech-
net sich das Kapital in den nachfolgenden Jahren n =1, 2,3, ...
gemaf}

K, =Ko(1+p)" (10.5)

und die Kapitalbetrige K¢, K1, K3, ... bilden eine geometrische
Folge (Kyy)nen,- Die Abbildung unten veranschaulicht die zeit-
liche Entwicklung der Kapitalbetrige (Ky)nen, fiir Ko = 100 €
und p = 3%.

250 -
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Kapitalentwicklung (K;;)nen,

10.3 Beschrankte und monotone Folgen

Beschrinkte Folgen und monotone Folgen bilden wichtige Klassen
von Folgen.

Beschrankte Folgen

Die Beschrinktheit einer Folge ist wie folgt definiert:

Definition 10.7: Beschrankte Folge

Eine Folge (ap)nen, heifit beschrénkt, falls eine Schranke ¢ € R
existiert mit |a, | < cfirallen € Ny. Gilta,, > cfirallen € Ny
und eine untere Schranke ¢ € R oder a, < c fiir alle n € N
und eine obere Schranke ¢ € R, dann heifit (ay)nen, nach
unten bzw. nach oben beschrankt. Eine nicht beschrankte Folge
wird unbeschrankt genannt.

In vielen Anwendungen interessiert man sich bei einer nach oben
oder unten beschrankten Folge fiir die kleinste obere bzw. die grofite
untere Schranke. Dies fithrt zu den Begriffen Supremum und Infimum
einer Folge:

Definition 10.8: Supremum und Infimum einer Folge

a) Eine obere Schranke ¢ € R einer nach oben beschriank-
ten Folge (an)nen, heiflt kleinste obere Schranke oder Su-
premum der Folge (an)nen,, falls es keine weitere obere
Schranke ¢’ von (an)nen, mit ¢/ < c gibt. Fiir diese obere
Schranke ¢ schreibt man SUP ey, -

b) Eine untere Schranke ¢ € R einer nach unten beschrinkten
Folge (an)nen, heifft grofite untere Schranke oder Infimum
der Folge (ap)nen,» falls es keine weitere untere Schranke
¢’ von (an)nen, mit ¢’ > c gibt. Fiir diese untere Schranke

¢ schreibt man inf,en, an.

=

Fiir beschrénkte, nichtleere Mengen M C R sind die Begriffe Supre-
mum (d.h. die kleinste obere Schranke fiir die Elemente von M)
und Infimum (d. h. die grofite untere Schranke fiir die Elemente von
M) vollig analog zu Folgen definiert:

Definition 10.9: Supremum und Infimum einer Menge

a) Ein Wert ¢ € R heif$t Supremum einer nach oben beschrank-
ten nichtleeren Menge M C R, falls m < c fiir alle m € M
gilt und es kein ¢/ € R gibt mit ¢’ < ¢ und m < ¢’ fiir alle
m € M. Fir diesen Wert ¢ schreibt man sup M.

b) Ein Wertc € R heifSt Infimum einer nach unten beschrinkten
nichtleeren Menge M C R, falls ¢ < m fiir alle m € M gilt
und es kein ¢/ € R gibt mit ¢ < ¢’ und ¢’ < m fiir alle

m € M. Fiir diesen Wert ¢ schreibt man inf M.
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KAPITEL 10 Folgen

Ein Supremum oder Infimum ist stets eindeutig. Denn besitzt eine
Folge (ap)nen, oder Menge M z.B. die beiden Suprema c und d,
dann folgt mit der Definition 10.8a) bzw. 10.9a), dass sowohl ¢ < d
als auch d < ¢ und damit ¢ = d gelten muss. Analog zeigt man auch
die Eindeutigkeit des Infimums.

Monotone Folgen

Bei monotonen Folgen wird zwischen (streng) monoton wachsenden
und (streng) monoton fallenden Folgen unterschieden:

Definition 10.10: Monotone Folge

b) Die Folge (an)nen, mit a, := 2" fiir alle n € Ny (sieche
(10.2)) ist streng monoton wachsend, nach unten beschrankt
und nach oben unbeschrinkt. Eine untere Schranke ist z. B.

1 . s
3 Weiter gilt inf,en, ap = 1 und SUP, e, An = -

c) Die Folge (ap)nen, mit ay = (=1)"n? fir alle n € Ny,
d.h. die Folge

0,—-1,4,-9,16,-25, ...

ist alternierend und damit nicht monoton. Weiter ist die
Folge unbeschrinkt und es gilt inf,en, @, = —oco sowie
SUP,epy, An = (siehe Abbildung 10.2, links).

2_
d) Fiir die Folge (ap)nen, mita, := % firallen € Ny,
a) Eine Folge (ap)nen, heifft monoton wachsend, falls d.h. fiir die Folge neont
ap < apyq fir alle n € Ny, und streng monoton wachsend,
falls ay, < ap4q fiir alle n € Ny gilt. 1121325 4
>3 771372107
b) Eine Folge (ay)nen, heiflt monoton fallend, falls a, > ay41 )
fiir alle n € Ny, und streng monoton fallend, falls a,, > a,,41 gilt 5
fiir alle n € Ny gilt. _n—2n+l
n 2
n-—n+1
_2n’-n+1)-1
Beispiel 10.11: Monotonie und Beschrénktheit bei Folgen n? — ’1" +1
=2-——
a) Die harmonische Folge (ay,),en mita, = % furallen e N n?2—n+1
(siehe (10.1)) ist streng monoton fallend und beschrinkt. Eine Daraus ist ersichtlich, dass die Folge monoton wachsend und
untere und obere Schranke ist z. B. —1 bzw. 2. Weiter gilt beschrinkt ist. Eine untere und obere Schranke ist z.B. 0
inf,en @y = 0 und sup,cy @, = 1 (siehe Abbildung 10.1, bzw. 3. Weiter gilt inf,en, ap = 1 und SUP,en, An = 2
links). (sieche Abbildung 10.2, rechts).
100 2 e ;o oTmToTo
o
O o
50 1.5
o
o
0 e : : : 1 = - O oo
o
2 4 6 8
-50 o 0.5
o
-100 — 0 T T T T
0 2 4 6 8
2_
Abb. 10.2: Folgen (a,)uen, Mit a, = (=1)"n? (links) und a, = % (rechts)
n<—n
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10.4 Konvergente und divergente Folgen

10.4 Konvergente und divergente Folgen

Der Konvergenzbegriff ist eines der
grundlegendsten Konzepte der Analy-
sis. Er wurde in seiner heutigen forma-
len Definition erstmals von dem fran-
zosischen Mathematiker AUGUSTIN
Louis CaucHY (1789-1857) betrach-
tet. Dabei wird eine Folge (ay)nen,
als konvergent bezeichnet, wenn sich
ihre Folgenglieder a,, mit wachsendem
Index n immer mehr einer reellen
Zahl a € R anndhern. Diese Zahl
a heift dann Grenzwert (Limes) von
(an)nen,- Wenn die Folge (a,)nen,
keinen solchen Grenzwert besitzt,
wird sie als divergent bezeichnet.
Der Konvergenzbegriff spielt bei den Konzepten Stetigkeit (siehe
Abschnitt 14.1), Differenzierbarkeit (siehe Abschnitt 15.2) und
Integrierbarkeit (siche Abschnitt 18.2) eine zentrale Rolle.

A. L. Cauchy

Definition 10.12: Konvergenz und Divergenz einer Folge

Eine Folge (ay)nen, konvergiert gegen den Grenzwert (Limes)
a € R, wenn es zu jedem € > 0 ein ny € Ny gibt, sodass

la, —al <e€
fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng gilt. Man schreibt dann

lim a, =a oder a, > a fir n— .

n—oo
Eine konvergente Folge (aj )nen, mit dem Grenzwerta = 0 wird
als Nullfolge bezeichnet und eine Folge, die nicht konvergiert,
heiflt divergent.

Fiir eine reelle Zahl a und ein € > 0 wird das offene Intervall
(a—ca+e):={yeR:|y—a|l<e}

als e-Umgebung von a bezeichnet. Eine Folge (ay, )nen, konvergiert so-
mit genau dann gegen einen Grenzwert a, wenn in jeder e-Umgebung
(a—¢,a+¢) von a fast alle Folgenglieder von (a;,),en, liegen. Das
heif3t, nur endlich viele Folgenglieder von (ay,)nen, liegen aulerhalb
des offenen Intervalls (a — ¢, a + ¢). Mit anderen Worten: Fiir ein be-
liebiges € > 0 liegen ab einem hinreichend grofien Index ny € N alle

Folgenglieder a,, mit n > ng innerhalb der e-Umgebung (a—¢, a+¢)
von a (sieche Abbildung 10.3).

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir die Kon-
vergenz einer Folge:

Satz 10.13: Notwendige Bedingung fiir Konvergenz

Eine konvergente Folge (ay)nen, ist beschrinkt.

Beweis: Siche MERZ-WUTHRICH [9], Seite 278. [ |

Beispiel 10.14: Konvergenz bei Folgen

a) Eine konstante Folge (ap)nen, mit ay 1= ¢ € R fiir alle
n € Ny konvergiert gegen c¢. Denn es gilt offensichtlich

la, —c|=0<e¢

fiir jedes € > 0 und alle n € Ny, kurz: lim a, =c.
n—oo

b) Die harmonische Folge (a;)nen mita, := % furallen € N
ist eine Nullfolge, d. h. sie konvergiert gegen 0. Denn zu jedem

€ > 0 existiert ein ng € N mit ng > - Dies impliziert jedoch

1 1
|an—0|=|—|§— <e¢
n no
.. . 1 . .
fur alle n > ng, kurz: lim = = 0. Die harmonische
n—oo n

1 . . . .
Folge (;)nEN ist der Prototyp einer Nullfolge (siche Abbil-

dung 10.1, links).

Monotoniekriterium

Die Folge ((-1)™) ist gegeben durch

neNy
1,-1,1,-1,1,-1, ...

und somit beschrénkt, aber offensichtlich nicht konvergent. Das heifit,
eine beschrankte Folge muss nicht zwangsldufig konvergieren und
die Umkehrung des Satzes 10.13 gilt somit im Allgemeinen nicht.
Der folgende Satz besagt jedoch, dass wenigstens fiir beschrénkte
Folgen, die zusitzlich monoton sind, die Umkehrung gilt. Der Satz
liefert damit eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Konvergenz einer monotonen Folge.

A

Abb. 10.3: e-Umgebung

Y
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KAPITEL 10 Folgen

Satz 10.15: Monotoniekriterium fiir beschrankte Folgen

a) Eine monoton wachsende Folge (ay,)nen, konvergiert genau
dann, wenn sie nach oben beschrénkt ist. Sie konvergiert
dann gegen ihr Supremum SUP ey, -

b) Eine monoton fallende Folge (a,)nen, konvergiert genau
dann, wenn sie nach unten beschrénkt ist. Sie konvergiert
dann gegen ihr Infimum inf,en, ap.

Beweis: Siehe MErRzZ-WUTHRICH [9], Seite 280. [ ]

Beispiel 10.16: Anwendung Monotoniekriterium

Die Folge (an)nen, mit a, 1= 5+ ni+1 fir alle n € Ny ist
streng monoton fallend, nach unten beschrankt und besitzt das
Infimum 5. Mit dem Monotoniekriterium fiir beschrinkte Folgen
(siehe Satz 10.15b)) folgt somit, dass die Folge (an)nen, gegen
den Grenzwert 5 konvergiert.

Eindeutigkeit von Grenzwerten

Es entspricht der Anschauung, dass jede konvergente Folge nur einen
Grenzwert besitzt. Der folgende Satz besagt, dass dies tatsichlich zutrifft
und damit der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig ist.

Satz 10.17: Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge

Der Grenzwert einer konvergenten Folge (@ ),en,, ist eindeutig.

Beweis: Siehe MERzZ-WUTHRICH [9], Seite 277. [ |

Der obige Satz besagt, dass eine Folge hdchstens einen Grenzwert
besitzt. Es ist aber natiirlich auch moglich, dass eine Folge nicht
konvergent ist, d. h. keinen Grenzwert besitzt.

10.5 Haufungspunkte und Teilfolgen

Haufungspunkt und Teilfolge sind zwei weitere wichtige Begriffe der
Analysis.

Haufungspunkte

Eine reelle Zahl a wird als Hédufungspunkt einer Folge (ay)nen,
bezeichnet, wenn unendlich viele Folgenglieder a,, beliebig nahe bei
a liegen:

Definition 10.18: Haufungspunkt einer Folge

Eine reelle Zahl a € R heifit Hiufungspunkt der Folge (@, )nen,»
wenn es zu jedem € > 0 und jedem ng € Ny ein m > ng gibt,
sodass |a,, —al < € gilt.

Eine Zahl a € R ist somit genau dann ein Haufungspunkt der Folge
(an)nen,> wenn fiir jedes ¢ > 0 unendlich viele Folgenglieder in der
e-Umgebung (a — €, a + €) von a liegen. Ist a der Grenzwert einer
konvergenten Folge (a,)nen,, dann liegen in jeder e-Umgebung
(a—¢, a+¢) sogar fast alle (d. h. alle bis auf endlich viele) Folgenglieder.
Der Grenzwert a einer konvergenten Folge (an)nen, ist damit stets
auch ein Haufungspunkt der Folge.

Ist (ap)nen, eine konvergente Folge mit dem Grenzwert a, dann ist
a auch der einzige Haufungspunkt der Folge. Denn wiirde (a,)nen,
noch einen weiteren Haufungspunkt b € R mit a # b besitzen, dann
wiirden unendlich viele Folgenglieder von (ay,)yen, beliebig nahe
sowohl bei a als auch bei b liegen. Dies steht jedoch im Widerspruch
dazu, dass in jeder e-Umgebung (a — ¢, a + €) von a alle bis auf
endlich viele Folgenglieder von (a;,)nen, liegen.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt jedoch nicht. Das heif3t, eine Folge
mit genau einem Héiufungspunkt muss nicht zwingend konvergent
sein, wie das Beispiel 10.19b) zeigt:

Beispiel 10.19: Haufungspunkte

a) Die Folge (ay)nen, mit a, := (=1)" firalle n € Ny hat die
beiden Haufungspunkte —1und 1. Denniste > Oundn € Ny
ungerade, dann gilt |1 —(=1)"| = 0 < ¢. Fiir gerade n €
Np gilt analog |1 — (=1)"| = 0 < ¢ (sieche Abbildung 10.4,
links).

b) Die Folge (an)nen, mit ay = n fiir n € Ny gerade und
ap = % fiir n € Ny ungerade besitzt den Haufungspunkt
0. Denn ist € > 0, dann gilt fiir alle ungeraden n € Ny mit
n>

1
|an—0|=z<8.

Fiir gerade n € Ny, d.h. fir n = 2m mit m € Ny, gilt
dagegen lim ayp, = co. Das heifit, die Folge (an)nen, ist
m-—oo

nicht konvergent.

Teilfolgen

Der Begriff Teilfolge einer Folge ist wie folgt definiert:

Definition 10.20: Teilfolge

Es sei (an)nen, eine beliebige Folge und (ny)ren, eine streng
monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen n; € Ny. Dann
heif3t die Folge

(an keNy = (@ny> ny s Any, )

Teilfolge der Folge (an)nen,-
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Abb. 10.4: Folge (a,),en, Mit a, = (=1)" (links) und Folge (a,),en Mit a, = % sowie ihre Teilfolgen (ay,;)nen Und (a,2),en (rechts)

Bei einer Teilfolge (ay, Jken, handelt es sich somit um eine ,, Ausdiin- Satz 10.22: Zusammenhang Haufungspunkt und Teilfolge
nung® einer gegebenen Folge (ay,)nen,, die ganz einfach dadurch

entsteht, indem gewisse Folgenglieder von (ay,)nen, entfernt werden.

Eine reelle Zahl a € R ist genau dann ein Haufungspunkt der
Folge (an)nen,> wenn a der Grenzwert einer konvergenten

Teilfolge (ap, Jken, von (annen, ist.
Beispiel 10.21: Teilfolgen

a) Die Folgen ay, as, as,ay, ... und ay, a4, ag, ag, ... sind Teil- Beweis: Siehe MERZ-WUTHRICH [9], Seite 283. [ |
folgen der Folge (an)nen,-

b) Die harmonische Folge (ay,), oy mit a, 1= % furallen € N
besitzt z. B. die beiden Teilfolgen
111 1 111 1 Die Folge (ap)nen, mit a, 1= (=1)" fiir alle n € Ny hat die

Beispiel 10.23: Zusammenhang Haufungspunkt und Teilfolge

236 und 1, 1916 20 beiden Haufungspu‘nkte —1lund 1 (s.lehe Beispiel 10.19a)). Aus

Satz 10.22 folgt somit, dass —1 und 1 die Grenzwerte konvergenter

Diese Teilfolgen von (ay), <y lassen sich auch kiirzer schrei- Teilfolgen von (a, )nen, sind. Zwei solche konvergente Teilfolgen
ben als (a,)nen bzw. (anz)neN (sieche Abbildung 10.4, sind z. B. (@2k+1)ken, bzW. (a2k)ken,-

rechts).

Ist eine Folge (a,),en, monoton, beschrinkt oder konvergent, dann ~ Satz von Bolzano-Weierstraf
tibertragt sich dies auf jede ihrer Teilfolgen (ay, Jken, - Insbeson-

dere folgt unmittelbar aus der Konvergenzdefinition fiir Folgen, dass Der Satz von Bolzano-Weierstraf$
limy,_. o @, = aauchlimy_, o ay, = afirjede Teilfolge (ay, Jren, ISt benannt nach dem béhmischen
impliziert. Das heiflt, jede Teilfolge (ap, Jken, einer konvergenten ~Mathematiker BERNARD Borzano
Folge (ay)nen, konvergiert gegen denselben Grenzwert a. Zum Bei- (1781-1848) und dem deutschen
Mathematiker KARL WEIERSTRASS

spiel gilt fiir die harmonische Folge (;)neN und ihre beiden Teil- (1815-1897). Er besagt, dass jede

folgen (azn)nen bzw. (anz)neN: beschrankte Folge (ay)nen, min-
1 1 1 destens einen  Haufungspunkt
lim = = lim — = lim — =0 und damit auch mindestens eine

n n 2 . .
e e nmeen konvergente Teilfolge besitzt.

Zwischen Haufungspunkten und Teilfolgen einer Folge besteht der >
folgende Zusammenhang: B. Bolzano
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KAPITEL 10 Folgen

Satz 10.24: Satz von Bolzano-Weierstral3

Jede beschrénkte Folge (ay)nen, besitzt eine konvergente Teil-
folge bzw. einen Haufungspunkt.

Beweis: Siehe MErRZ-WUTHRICH [9], Seite 283 f. [ ]

Das Beispiel 10.19b) zeigt, dass die Existenz genau eines Haufungs-
punktes keine Konvergenz impliziert. Der Grund hierfiir ist, dass
die Folge trotz genau eines Haufungspunktes noch unbeschrankt
sein kann. Geméfl dem Satz 10.13 kann die Folge dann aber nicht
konvergent sein. Der folgende Satz zeigt jedoch, dass bei zusétzli-
cher Beschrénktheit der Folge, diese auch konvergent ist. Der Satz
liefert damit eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Konvergenz einer Folge:

Satz 10.25: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir

Konvergenz

Eine Folge (ay)nen, ist genau dann konvergent, wenn sie be-
schrankt ist und genau einen Héufungspunkt besitzt.

Beweis: Siehe MERZ-WUTHRICH [9], Seite 284. [ |

Beispiel 10.26: Haufungspunkte und Konvergenz

a) Die Folge (a)nen, mita, := (—1)”1%1 fiir alle n € N ist
beschrinkt. Aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf} folgt somit,
dass die Folge mindestens einen Haufungspunkt besitzt. Die
Folge (ay)nen, ist jedoch nicht monoton. Dennoch besitzt

1
0.5
o
o ° o .
0
I I R I ° I ° I
2 o 4 6 8 10
-05 4 o
1
Abb. 10.5: Folge ((—1)”L) (links) und Folge ((—1)"5 + l)
1+n/neN, n/neN
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sie nur den Haufungspunkt 0. Die Folge ist somit konvergent
mit dem Grenzwert 0, kurz: lim,1_,oc,(—l)nn+_1 = 0 (siehe
Abbildung 10.5, links).

<

Die Folge (a,)pen mit a, 1= (=1)"5+ % fir alle n € N ist
beschrankt. Der Satz von Bolzano-Weierstrafl impliziert so-
mit, dass die Folge mindestens einen Haufungspunkt besitzt.
Die Folge (ap)nen, ist jedoch nicht monoton und besitzt
die beiden Héaufungspunkte —5 und 5. Das heif3t, die Folge
(andnen, ist nicht konvergent, aber es existieren Teilfolgen
von (a,)peN, die gegen —5 bzw. 5 konvergieren (siche Ab-
bildung 10.5, rechts).

Limes inferior und Limes superior

Der Satz von Bolzano-Weierstraf3 (siehe Satz 10.24) besagt, dass jede
beschrinkte Folge (ay)nen, mindestens einen Hiufungspunkt be-
sitzt. Ist die Folge (an)nen, zusitzlich konvergent, dann besitzt sie
genau einen Haufungspunkt (siehe Satz 10.25) und dieser stimmt mit
dem Grenzwert Giberein. Ist die beschrankte Folge (a,)nen, jedoch
nicht konvergent, dann besitzt sie mehr als einen Haufungspunkt.
Diese Beobachtung motiviert die beiden Begriffe Limes inferior und
Limes superior:

Definition 10.27: Limes inferior und Limes superior einer Folge

Es sei (ap)nen, eine beschrinkte Folge. Dann wird der kleinste
Héufungspunkt Limes inferior und der grofite Haufungspunkt
Limes superior von (ay)nen, genannt und mit liminf, ., ay
bzw. limsup, |  a, bezeichnet.

-6 —

(rechts)



