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Kapitel 2
Risikomaf

2.1 Die Idee des RisikomaBes

Umgangssprachlich wird unter Risiko einfach die Moglichkeit verstanden, dass ,,un-
giinstige Ereignisse* auftreten. Abweichungen hin zum Positiven (,,Chance*) wer-
den also in der Regel ausgeblendet. Wenn man aber ,,Risiko* quantitativ zu erfassen
versucht, zeigt sich, dass Risiko ein sehr vielschichtiges Phanomen ist.

Eine Moglichkeit, Risiko mathematisch zu beschreiben, besteht darin, Risiko ge-
nerell mit Schwankung (zum Beispiel Wertschwankungen) zu identifizieren. Damit
werden sowohl ,,ungiinstige* als auch ,,giinstige* Abweichungen betrachtet. Ein sol-
cher Ansatz wird zum Beispiel verfolgt, wenn man als Risikomal} die Standardab-
weichung (siehe unten) wihlt.

Ein anderer Fokus wire, finanzielle Risiken mit einem Geldbetrag zu identifizie-
ren, der einen Hinweis darauf gibt, wie viel man bei einer Manifestation des Risikos
verlieren kann. Dies wird der von uns hauptséchlich verfolgte Ansatz sein. Hierfiir
sind je nach Situation unterschiedliche Mafle geeignet. Besonders beliebt sind Ma-
Be, deren Ergebnis operativ als der Kapitalbetrag interpretiert werden kann, den das
Unternehmen seiner Risikoaversion entsprechend vorhalten muss, um sein Geschéft
betreiben zu kénnen.

Es sei (2,.<7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer 6-Algebra <7 und Wahr-
scheinlichkeitsmal3 P. Wir bezeichnen mit .Z 5 (.Q , Rk) den Raum der R¥-wertigen
Zufallsvariablen

X: Q2R o X(0),

also der bzgl. &/ und der Borelschen o-Algebra messbaren Abbildungen. Wenn
wir die o-Algebra &7 hervorheben wollen, sprechen wir auch von .o/-messbaren
Abbildungen bzw. von bzgl. </ messbaren Abbildungen.

Definition 2.1. Ein Risikomay; ist eine Abbildung

p: M (Q,R) =R, X — p(X),
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wobei . (2,R) C # 4 (2,R) ein (von p abhiingiger) geeigneter Vektorunterraum
ist.

Anmerkung 2.1. Die Beschrinkung auf einen Teilraum ist notwendig, da aus An-
wendungssicht interessante RisikomafBe héufig nicht auf ganz .Z 4 (.Q , ]Rk) definiert
sind. Wenn wir im folgenden die Notation .# (.Q,]Rk) benutzen, ist immer ein aus
dem Kontext ersichtlicher geeigneter Unterraum von .# (£2,R*) gemeint.

2.2 Beispiele von RisikomafBien

Es sei Y eine Zufallsvariable, die ein unsicheres finanzielles Ergebnis beschreibt.
Dann gibt X = —Y den moglichen Verlust an. Viele Risikomalie enthalten einen
Parameter o € ]0, 1], iiber den das durch dieses Maf} beschriebene (intuitive) Si-
cherheitsniveau festgelegt wird. Wir wollen hier diesen Parameter Konfidenzniveau
nennen und den Begriff Sicherheitsniveau in seiner intuitiven Bedeutung reservie-
ren. Eine mathematische Konkretisierung erfahrt das Sicherheitsniveau durch Anga-
be eines Risikomales, eines Konfidenzniveaus und des Zeithorizonts, auf den sich
die Erfolgs- bzw. Verlustgroflen beziehen. Die Terminologie geht in der Literatur
jedoch bunt durcheinander, so dass sich die gemeinte Bedeutung nur jeweils im Zu-
sammenhang erschlief3t.

2.2.1 Mapfe, die auf Momenten basieren

2.2.1.1 MaBe, die auf der Standardabweichung basieren

Ein mathematisch sehr einfaches Risikomalf ist die Standardabweichung

o(X) = \/E ((x —E(X))z) - \/E ((Y—E(Y))z) = var (X) = \/var (Y).

Sie gibt an, wie weit im Durchschnitt die Ergebnisse vom erwarteten Wert abwei-
chen, wobei das ,,Abweichungsmal}** einfach an die euklidische Geometrie ange-
lehnt wird. Als RisikomaB wird die Standardabweichung auch in der Form

p(X) =aE(X)+bo(X) @2.1)

genutzt, wobei a,b > 0 vorgegebene Parameter sind. Ein traditionelles Anwen-
dungsgebiet fiir dieses Maf} ist die Primienbestimmung. Ein verwandtes Prinzip
der Primienbestimmung ist das Varianzprinzip mit Risikomaf

p(X) =aE(X)+bo*(X). (2.2)
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Beim Varianzprinzip ist zu beachten, dass die Varianz nicht wie der Erwartungs-
wert einen Geldbetrag, sondern einen quadratischen Geldbetrag darstellt und somit
die Summe aus ¢ E(X) und b 6 (X) schwer zu interpretieren ist.

Das Risikomaf3 (2.1) hat die unangenehme Eigenschaft, dass positive Abwei-
chungen auf die Standardabweichung den gleichen Einfluss haben wie negative
Abweichungen. Es ist damit unempfindlich dafiir, ob ein Ereignis ,,glinstig™ oder
,ungiinstig ist. Um diese Probleme zu umgehen, kénnte man nur Verluste beriick-
sichtigen, die den Erwartungswert iibersteigen, indem man die einseitige Standard-

abweichung 6 = \/ E (max (0,X —E(X)))? betrachtet.

2.2.1.2 RisikomaBe, die auf hoheren Momenten basieren

Risikomalfle, die nur auf dem Erwartungswert und der Standardabweichung basie-
ren, ignorieren, dass Verlustverteilungen im allgemeinen sehr unsymmetrisch sind.
Beispiele dafiir bilden Schadenhohenverteilungen in der Sachversicherung und die
Uberschussbeteiligung in Lebensversicherungsvertrigen mit Garantiezins. Dieser
Asymmetrie kann durch das Einbeziehen hoherer Momente in das Risikomafl Rech-
nung getragen werden.

2.2.1.3 Shortfallmafie

Die Gefahr der Uberschreitung einer vorgegebenen Verlustschwelle a messen die
sogenannten Shortfallmafle. Die oberen und unteren partiellen Momente gewichten
dabei die Abweichung mit einer Potenzfunktion.

Fiir VerlustgroBen betrachtet man die oberen partiellen Momente (upper partial
moments):

E (max (0,X — a)h> firh>0

UPM, ) (X) = )
P(X>a) fir h = 0.

Spezialfille sind die Uberschreitungswahrscheinlichkeit der kritischen Grenze
a(h =0), die mittlere Uberschreitung (h = 1) und die Semivarianz (h = 2).

Fiir Ertragsgrofen ergeben sich analog die unteren partiellen Momente (lower
partial moments):

E (max(O,afY)h> firh >0

LPM,, (Y) =
) {P(Yga) fiir h = 0.

2.2.1.4 Allgemeine Probleme mit momentenbasierten MaBen

Das schwerwiegendste Problem mit momentenbasierten Malen ist die Tatsache,
dass sie finanziell nur schlecht interpretierbar sind. Am ehesten ldsst sich noch die
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Standardabweichung als ,,durchschnittlicher Abstand zum Erwartungswert® inter-
pretieren. Jedoch ist ein euklidischer Abstand zwar ein gutes Entfernungsmal, aber
eben kein natiirliches Mal fiir finanzielle Risiken.

Fiir viele in der Versicherungsindustrie angewendete Verteilungen existieren ho-
here Momente nicht. Bei der Modellierung operationaler Risiken mit Hilfe der GPD
(Generalized Pareto Distribution) ist fiir in der Praxis vorkommende Parameter mit-
unter noch nicht einmal der Erwartungswert definiert. In einem solchen Fall wird
das Unternehmen auf Dauer nicht bestehen kdnnen, wenn das Risikomanagement
fiir operationale Risiken nicht deutlich verbessert wird.

2.2.2 Value at Risk

Der Value at Risk ist dagegen ein direktes und einfaches finanzmathematisches Maf.
Es beschreibt den Betrag, den man mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit o
hochstens ,,verlieren* wird.

Definition 2.2. Der Value at Risk (oder kurz VaR) VaRq (X) ist durch die Formel
VaRy (X) =inf{xeR: Fx(x) > o},
gegeben, wobei Fy die Verteilungsfunktion von X ist.

Der Value at Risk, VaRy(X), ist der minimale Verlust, der in 100 (1 — @) % der
schlechtesten Szenarien fiir das Portfolio entsteht (sieche Abbildung 2.1).

Mit anderen Worten, wenn ein Unternehmen mit der Wahrscheinlichkeit o nicht
im Laufe einer Periode sein Eigenkapital verzehren mochte, muss es als Eigenkapi-
tal mindestens den Betrag VaRy (X ) vorhalten, wobei X den Verlust in dieser Peri-
ode bezeichnet. Dieses Mal} eignet sich somit fiir einen Aktionér, der nur mit dem
Geld, das er investiert hat, haftet. Fiir das interne Risikomanagement, wo man auch
an hoheren Risiken jenseits des Quantils interessiert ist, ist das MaB nicht immer
geeignet.

Anmerkung 2.2. In Ausnahmefillen kann VaR (X) auch fiir hohes o negativ sein.
Dann wiirde dieser Wert einem Gewinn und keinem Verlust entsprechen.

In der Sprache der Statistik stellt der Value at Risk das untere a-Quantil der
Verteilung von X dar. Im Spezialfall, dass Fy invertierbar ist, ergibt sich VaRq (X) =
F N (a).

Lemma 2.1. Fiir alle a €]0, 1] gilt Fx (VaR (X)) = c.
Beweis. Dies folgt direkt aus der Rechtsstetigkeit der Verteilungsfunktion. O

Die beiden folgenden Lemmata verdeutlichen, dass der Value at Risk als eine
,Pseudo-Inverse* der Verteilungsfunktion von X aufgefasst werden kann.
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Lemma 2.2. Ist Fx die Verteilungsfunktion von X, so gilt VaRpx)(X) = X f.s.
Beweis. Aufgrund der Rechtsstetigkeit von Fy gilt

Y :=VaRpox(X) =inf{x e R: Fx(x) > FxoX} <X fs.

Aus Lemma 2.1 folgt auBerdem Fx (Y (0)) = Fx (X (o)) fiir alle @ € Q. Dies be-
deutet, dass X auf {®w: Y(w) < X(w)} Werte in Konstantheitsintervallen von Fx
annimmt. Folglich ist P(Y < X) = 0. O

Lemma 2.3. Es sei U eine Zufallsvariable mit P(U < u) = u fiir alle u € 10,1].
Dann hat die Zufallsvariable VaRy. (X) die gleiche Verteilungsfunktion wie X.

Beweis. Essei @ € Q mit U(w) < Fx(x). Dann gilt offenbar
inf{y: U(®) < Fx(y)} <x,

da x die Bedingung fiir y selbst erfiillt. Umgekehrt folgt aus der Rechtsstetigkeit von
Fx, dass die Gleichung U(®) < Fx(y) auch fiir das Infimum iiber die y erfiillt ist.
Wir haben also

{0eQ: U<F(x)}={weQ: inf{y: U<Fx(y)} <x}
gezeigt, und es folgt

P (VaRy () (X) < x) = P(inf{y: F(y) > U} <)
=P(U < Fx(x))
=Fx(x) =P(X <x).

Lemma 2.4. Es sei # (Q,R) und a €]0,1|. Dann gilt
P(X < VaRq(X)) < a <P (X < VaRy(X))
Gilt auferdem P (X = VaRy (X)) = 0, so folgt insbesondere o. = P (X < VaRq(X)).

Beweis. Es sei U eine Zufallsvariable mit P(U < u) = u fiir alle u € |0, 1[. Da der
Value at Risk monoton mit dem Konfidenzniveau wichst, haben wir

{o: VaRy () (X) < VaRy(X)} C{o:U(w) < a}
C {®: VaRy () (X) < VaRy(X)} .

Aus Lemma 2.3 folgt nun
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P (X < VaRy (X)) =P (VaRy()(X) < VaRq(X))
<PU() < a)
<P (VaRy()(X) < VaRq (X)) =P(X < VaRg(X)).

Unter der zusitzlichen Voraussetzung P (X = VaR (X)) = 0 entarten die Unglei-
chungen zu Gleichungen, da dann P(X < VaRy (X)) =P (X < VaRy (X)) gilt. O

Fiir die wichtige Klasse der normalverteilten Zufallsvariablen ldsst sich der Value
at Risk direkt angeben:

Proposition 2.1. Es sei X : 2 — R eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert m und Standardabweichung s. Ist @ 1 die Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung und f: X(Q) — R eine streng monoton wachsende Abbil-
dung, so gilt

VaRg(foX) = f(m+sdp; '(a)).

Beweis. Da Fyox streng monoton wachsend ist, wird der Value at Risk eindeutig
durch Fyox (VaRg(f0X)) = o bestimmt. Die Behauptung folgt also aus

P(foX < f(m+s®@ () =P (X <m+sy; " (@)
(X—m —1
=P < &y, (0‘)>

S
=@y (D1 () =«

wobei wir benutzt haben, dass f auf X () invertierbar ist und ® — % standard-

normalverteilt ist. 0

Beispiel 2.1. Tst X lognormalverteilt mit Parametern m und 52, so gilt VaRq(X) =
exp (m +5P; | (OC)) .

2.2.3 Tail Value at Risk und Expected Shortfall

Der Tail Value at Risk gewichtet gegeniiber dem Value at Risk auch hohere Verluste.
Definition 2.3. Der Tail Value at Risk ist durch die bedingte Erwartung

TailVaRq (X) =E (X |X > VaRy (X))
gegeben.

Er liefert damit aus der Sicht des internen Risikomanagements die interessan-
tere Information, namlich den erwarteten Verlust der 100 (1 — &) % schlechtesten
Szenarien. Es ist klar, dass der Tail Value at Risk zum gleichen Konfidenzniveau
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o immer grofler als der (oder im Extremfall gleich dem) Value at Risk ist. Siehe
Abbildung 2.1 und 2.2.

—
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S \ \ \ \
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Abb. 2.1 Value at Risk und Tail Value at Risk aus der Perspektive der Verteilungsfunktion.

Der Tail Value at Risk erlaubt eine klare 6konomische Interpretation. Fiir stetige
Verteilungsfunktionen X;,X, hat er aulerdem, wie wir spiter sehen werden, die
wichtige Subadditivititseigenschaft

TailVaR, (X| +X,) < TailVaRg (X)) + TailVaR (X3),

die intuitiv ausdriickt, dass das Risiko in einem diversifizierten Kollektiv geringer
ist als die Summe der Einzelrisiken. Diese Eigenschaft gilt allerdings im allgemei-
nen nicht fiir Zufallsvariablen X, X, mit Verteilungsfunktionen, die Spriinge haben.
Dagegen erfiillt das eng verwandte Risikomalf ,,Expected Shortfall” die Subadditi-
vitdtseigenschaft fiir alle Zufallsvariablen (siehe Abschnitt 2.3).

Definition 2.4. Der Expected Shortfall ist durch die Formel
1 1
ESq¢(X)=——/ VaR,(X)dz
11—« o
gegeben.

In der Literatur wird der Expected Shortfall gelegentlich auch Average Value at
Risk genannt.

Wir werden nun eine alternative Formel fiir ESy (X) herleiten, die zeigt, dass fiir
stetige Verteilungsfunktionen ES (X ) mit TailVaRy (X) iibereinstimmt.
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Abb. 2.2 Value at Risk und Tail Value at Risk aus der Perspektive der Dichte.

Lemma 2.5. Es sei X: Q — R eine Zufallsvariable und x € R. Wir setzen

lX,x,O( = 1{X>x} +ﬁX,OC(x) l{X:x}a

wobei o
Bxa(x) = {w falls P(X =x) >0
alx) =

0 sonst.
Dann gilt
(l) IX,VaRa(X),OC(w) € [O7 l]fur alle w € Q ,

(ii) E (1x varg(x).a) = 1 — @,
(iii) E (X 1x vary (x),0) = (1 — &) ESq(X).

Beweis. (i): Die Behauptung ist in den Spezialfillen P(X = VaRy(X)) = 0 und
o ¢ {X = VaRy(X)} klar. Indem wir Lemma 2.4 zweimal anwenden, erhalten wir

0<P(X < VaRy(X))—
=P (X = VaRy (X)) +P(X < VaRy (X)) —
<P(X =VaRy(X)).
Gilt P(X = VaRy (X)) > 0, so folgt daher fiir ® € {X = VaRy(X)}

P(X < VaRq(X)) —

L VaRg (X),a (@) = P (X — VaRy (X) €[0,1].
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FX (X)

Abb. 2.3 Zum Beweis von Lemma 2.5.

(ii): Wir betrachten zunichst den Fall P(X = VaR (X)) = 0. Dann impliziert
Lemma 2.4

E (1x varo(x).0) = E (1{x=varo(x)})
=P({X > VaRqy(X)})
—1—P({X < VaRo(X)}) =1 —a.

Im Fall P (X = VaRy (X)) > 0 erhalten wir

P (X < VaRq (X)) —

E (1x varg(x),0) = E (1{X>VaRa(X)} + P(X— Vaoltia X)) Lix=var, (X))

P(X < VaRy (X)) — @
P(X = VaRq(X)

—P(X > VaRg(X)) +P(X < VaRg (X))~ = 1 —a.

(04

=P (X > VaRy (X)) +

P (X = VaR¢ (X))

(iii): Es sei U eine Zufallsvariable mit P(U < u) = u fiir alle u € ]0,1[. Da u —
VaR, (X) monoton wachsend ist, gilt

{U > a} C {VaRy(y(X) > VaRq(X)}.

Ist U(®) < o und VaRy () (X) > VaRq (X), so muss (ebenfalls aufgrund der Mo-
notonie) VaRy () = VaRq (X) gelten. Also erhalten wir die Beziehung

{U <a}n{VaRy)(X) > VaRy(X)} C {VaRy((X) = VaRg(X)} .
Insgesamt folgt

{VaRy)(X) > VaRg(X)} ={U > a}U ({VaRy((X) > VaRe(X) } N{U < a}),
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wobei VaR () (X) = VaRy (X) fiir alle @ € {VaRy(y(X) > VaRq(X)} N{U < a}
gilt. Hiermit und mit Lemma 2.3 folgt

1
/ VaR, (X)du = E (VaRy () (X) L{y>a})
o

=E (VaRU(') (X) (1 {VaRy () (X)>VaR (%)}

_ l{VaRU(A) (X)>VaRg (X)}m{u<a}> >

=E (VaRU(~) (X) 1{VaRU(,)(X)2VaRa(X)})
—VaRy(X)E (I{VaRU(,)(X)EVaRa (X)}m{U<a})
=E (X Ijxovarg(x)}) — VaRa(X)E (1{VaRU(_)(X)EVaRa(X)}\{Uzoc}>
= E(X Tpovarg(03) +E (X Tx—varg x)))
— VaRg (X)E (1{VaRU(_)(X)2VaRa(X)}) + VaRq (X)E (1{U2a})
= E(X xovarg(x)))
4 VaRy (X) (P(X = VaRg (X)) —P(X > VaRy (X)) + 1 — o)
=B (X jx=varg(x)}) + VaRq (X) (P(X < VaRg(X)) — o)
=E(X ]X.VaRa(X),oc) )
wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass Lemma 2.4 im Spezialfall
P(X =VaRy(X)) =0
die Gleichung P (X < VaRy (X)) — a = 0 impliziert. O
Proposition 2.2. Es sei o € [0, 1] . Mit

_ 1—P(X < VaRg(X))

A
« 1—o

gilt Ay € [0, 1] und
ESa(X) - Aa TailVaRa(X) -+ (1 - A/a) VaRa(X).

Insbesondere stimmen Tail Value at Risk und Expected Shortfall fiir stetige Vertei-
lungen iiberein.

Beweis. Ay € [0,1] folgt direkt aus Lemma 2.4. Wir berechnen
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(1—0)ESq(X) =E (X 1x vary (x),)
=E (X Lixovarg(x)}) + VaRa(X) (P(X < VaRe(X)) — )
— P(X > VaRg (X)) Tail VaR o (X )
+ VaRq (X) (1 - — (1 =P (X < VaRq(X))))
— (1 ) Aq Tail VaR g (X) — (1 — )VaRa( V(1= ).

Ist X stetig, so gilt aufgrund von Lemma 2.4 A, = 1, so dass ESy (X ) = TailVaR 4 (X)
folgt. O

Im allgemeinen hat der Expected Shortfall bessere mathematische Eigenschaften
als der Tail Value at Risk (sieche Abschnitt 2.3). Die folgende Darstellung des Ex-
pected Shortfall dient als Motivation in Abschnitt 2.4.4. Sie ermdglicht aulerdem
einen einfachen Beweis des in Proposition 2.4 gegebenen wichtigen Approximati-
onsresultats.

Proposition 2.3. Es sei ./ (Q,R) C L' (Q,R) und

d 1
Wy = {Q Q ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit Q < P und d—g <7 }

Dann gilt fiir X € 4 (2,R)

ESy(X) = Qseu“/l; {Eq(X)}.

Beweis. Da X beziiglich P integrierbar ist und Q < P gilt sow1e beschrankt ist,
ist X auch beziiglich Q integrierbar. Die durch

Q 1

@ = ﬂ X, VaRqy(X),00

definierte spezielle Wahl von Q (siehe Lemma 2.5) erfiillt die beiden Bedingungen
Q<Pund R <(1-a)'.Da

ESa (X) = 7= E (X Lx varg(x).0.) = @ (X)

gilt (Lemma 2.5 (iii)), folgt

ESq(X) < sup {Er(X)}
Re#y

Es sei nun R ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmaﬁ, das die beiden Bedingun-
gen R< Pund §§ < (1 —a) ! erfiillt. Wir miissen Eg(X) < Eq(X) zeigen. Die
Menge A = {: lx VR (X),0(@) > 0} erfiillt Eg(14) = 1. Nach Konstruktion von
1x ViR (x),e ilt auBerdem X(a)) <infgeq X (@) fiir alle ® € 2\ A. Damit folgt die
Ungleichung
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dR dR
Er(X) =Ep <dPX 1A> +Ep <dPX 1Q\A)

dR
< — i 0 .
<Ep (dPX 1A> +a%ré£X (®)R(QL\A)

Ep (‘:18 1A) —Ep (jg) —Eo(1)=1

Ep ((ig iﬁ) 1A> =1-R(A) =R(Q\A).

Da fiir alle @ € {X > infa,eAX(a;)} cA

Aus

folgt

dQ_ 1 _dR
dP 1—qa = dP

gilt, haben wir auf dieser Menge die Ungleichung
dQ dR . [dQ dR
X|—=—-——= inf X — .
(dP dP> Inf X (0) <dP dP)

Diese Ungleichung ist trivialerweise auch auf {X =infpea X (a;)} erfiillt, so dass

sie wegen A C {X > infgea X ((5)} auf A gilt. Wir erhalten also

muct) < (¥ 1) ¢ prx o (2221,
<re () o (@) )
:Ep< ZglA):EQ

O

Proposition 2.4. Es seien Y eine integrierbare, positive Funktion und {X; }1en eine
Folge von Zufallsvariablen mit |X;| <Y fast sicher, die fast sicher punktweise gegen
die Zufallsvariable X konvergiert. Dann gilt ES ¢(X,,) — ESq(X).

Beweis. Esseie>0und Q € 7/0, mit Eq(X) > ESq(X) — €. Da fiir jedes R € #4
die Ungleichung 0 < dR <14 a gilt, ist die Folge {@Xk} durch die integrier-
bare Zufallsvariable {— aY dominiert. Ferner konverglert Xk fast iiberall gegen

dP Q X. Der Satz von Lebesgue impliziert also Eq (Xk) — Eq (X ). Da € > 0 beliebig
war, impliziert dies nach Proposition 2.3 liminfy_,. ES¢ (X)) > ESy(X).

Es existiert eine Teilfolge {ij} . mit
j€
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lim ES, (Xk ) = limsup ESq (Xg).

J—reo fk—so0
Essei Q; € Wy mit

‘Esa Xi;) — EQk (Xx;)

1
S —
J

dQy; dQy,
Da fiir jedes j die Radon-Nikodym-Ableitung —p" messbar ist und 0 < T <

dQy;
l— erfullt, ist f = limsup;_,, —p" eine messbare Funktion mit 0 < f < ;—7. Das

durch 3—8 = f definierte Ma8 ist offenbar in #/, weshalb ESq (X) > Eg (X ) gllt. Da

dQy.,
die X, fast iberall gegen X konvergieren, gilt limsup; Hw%Xk = fX. Wegen

dQ
‘T}Zk X | < 1 =Y konnen wir das Lemma von Fatou anwenden und erhalten

Eq (X) =Ep(fX)
dQy,
= Ep | limsu L X,
P( J_mp dP )
dQy; ))
> limsup | E 1 X
B j—>oop< P( ap
1
J

> limsup <ESa (Xk ) )
Jj—reo

= limsup (ESq (X)) -

k—yoo

Also gilt auch ESy(X) > limsup;_,.. ESq (Xk). O

Proposition 2.4 legt nahe, den Expected Shortfall dem Tail Value at Risk vor-
zuziehen. Denn fiir hinreichend grofles n ist es unmoglich, durch eine Messung
zwischen X, und X zu unterscheiden. Daher sollte auch der Wert der korrespon-
dierenden Risikomale praktisch ununterscheidbar sein. Dies ist nicht fiir den Tail
Value at Risk erfiillt, aber Proposition 2.4 zeigt, dass der Expected Shortfall diese
fuir die Interpretation notwendige Eigenschaft hat.

Lemma 2.6. Es sei X: Q — R eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert m und Standardabweichung s. f: X (Q) — R sei eine streng monotone,
stetige Abbildung. Wenn Py 1 die Verteilungsfunktion und @y 1 = %@07 1 die Dichte
der Standardnormalverteilung bezeichnen, gilt

ESq(foX)= /: 7|<a)f(m+sx) ©0,1(x) dx = TailVaRy (f o X).

Beweis. Aus Proposition 2.1 folgt

ESq(foX) = 7/ VaR,(f o X)dp 1_1 /]f(m+scb071*1(p))dp.
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Mittels der Substitution p = Py (x) erhalten wir dp = ¢ ; (x) dx und daher

l 5]
ESa(fOX):ﬁ o1 )f(ersx) @o,1(x)dx.
- 0,1 (&

Aufgrund der Stetigkeit der Verteilungsfunktion gilt ESy (f0X) = TailVaRy (f o X).
O

In den zwei wichtigen Spezialfillen normalverteilter Zufallsvariablen und log-
normalverteilter Zufallsvariablen ldsst sich das Integral explizit berechnen.

Proposition 2.5. Es sei X : 2 — R eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert |1 und Standardabweichung c. Wenn @y die Verteilungsfunktion und
Q.1 = %(150,1 die Dichte der Standardnormalverteilung bezeichnen, gilt

@01 (o1 ' (a))

ESo(X)=u+o -

= TailVaRy(X).
Beweis. In diesem Fall haben wir in Lemma 2.6 f(x) = x, so dass sich das Integral
zu

G e
ESq(X) = +—/ dx
aX)=p+1— (po"lf,(a)wo.l(X)

vereinfacht. Mit der Beziehung ‘P(/).l (x) = —x @ 1 (x) erhalten wir

o - o _
ESq(X) =u— 1—o [%,l(p)]¢011*1(a) =u+ 1—a ®o,1 (‘1’0,1 1(05)) .
O

Proposition 2.6. Es sei X: Q — R eine lognormalverteilte Zufallsvariable, d.h.
InX ~ N(m,sz). Wenn &Py die Verteilungsfunktion und @o = %d’o,l die Dich-
te der Standardnormalverteilung bezeichnen, gilt

2
exp (m +5

ESQ(X) = ) @071 (S— (150’1_1(06)) .

11—«

Beweis. In diesem Fall haben wir in Lemma 2.6 f(x) = exp(x). Das Integral ver-
einfacht sich also zu
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1
ESqe(X)=— exp (m+ sx) exp (—2)62) dx

f/%l .

—L / ex m—i——z—l(x—s)2 dx
- By a) P 2 2

/ ex (—1 2) d
Vv 27‘[ (D()] a —S p Zy Y

(1 — (P071 (@()_’1_1(06) —S))

3\

2%

2%
N— SN— N———

S

%

(¢}

>

ge]
’—‘/\’—‘?’—‘/\
QI+ | + | +

0.1 (s— ‘150,171(05)) .

Dabei haben wir in der letzten Gleichung von der Symmetrie der Standardnormal-
verteilung Gebrauch gemacht. O

2.2.4 Spektralmafie

Der Expected Shortfall ldsst sich direkt verallgemeinern, um die individuelle Ri-
sikoaversion zu beriicksichtigen. Statt iiber alle VaR (X) mit z > « mit gleichem
Gewicht zu mitteln, kann man eine allgemeinere Gewichtungsfunktion ¢ verwen-
den.

Definition 2.5. Es sei (A, <7, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit 6-Algebra <7 und
Wahrscheinlichkeitsmaf3 (. Dann heifit eine integrierbare Abbildung ¢: A — R Ge-
wichtungsfunktion, falls ¢ die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) ¢ (o) > 0 fiir fast alle o € A,
) [, ¢(a)du(a) =1.

Definition 2.6. Es sei ¢ € L' ([0, 1]) eine Gewichtungsfunktion. Dann heift das Ri-

sikomal |
X) = [ VaR, ()6 (p)dp

Mit einem Spektralmall wird das Risiko auch in Abhéngigkeit von der Selten-
heit, mit der ein Verlust eintreten kann, gewichtet. Das Konzept des Spektralmalies
ermoglicht somit die Abbildung eines individuellen Profils der Risikoaversion. Of-
fenbar ist ESy, ein Beispiel fiir ein Spektralmall. Das Mafl VaR kann als Grenzfall
von Spektralmafen verstanden werden, da VaRq (X) = fol VaR,(X) 84 (p)dp gilt,
wobei 0, die Dirac-Distribution bezeichnet.

das Spektralmaf3 zu ¢.
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2.3 Wabhl eines guten RisikomaBes

2.3.1 Risikomafe und Risikointuition

Eine wichtige Forderung fiir ein gutes Risikoma8 ist eine moglichst gute Beschrei-
bung der Risikointuition des Benutzers. Ein Risikomal, das ein Benutzer auf An-
hieb gut zu verstehen glaubt, muss diese Forderung nicht erfiillen. Wir wollen die-
sen Punkt etwas genauer illustrieren. Die folgende Axiomatik von Artzner et.al. [3]
beschreibt Eigenschaften, die unserem intuitiven Risikobegriff entsprechen.

Definition 2.7. Ein Risikomal} p heif3it kohdrent, falls es die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillt:

Translationsinvarianz: p(X +a) = p(X) + « fiir alle X € . (2,R) und alle
Konstanten o.

Positive Homogenitdt: p(oX) = o p(X) fiiralle X € .#(£,R) und alle positiven
Konstanten .

Monotonie: X; > X, fast iiberall = p(X;) > p(X,) fiir alle X1, X, € . (2,R).!

Subadditivitit: p(X, +X5) < p(X1) + p(X2) fir alle X;,X, € #(2,R).

Um zu sehen, inwieweit diese Axiome wirklich unsere Intuition fiir Risiko be-
schreiben, miissen wir betrachten, was jede dieser vier Bedingungen aussagt.

Translationsinvarianz besagt, dass sichere Verluste vollkommen mit Kapital hin-
terlegt werden miissen, aber nicht das Restrisiko beeinflussen: Ein sicherer Verlust
ist kein Risiko, weil er vollkommen absehbar ist. Aus der Translationsinvarianz folgt
auBerdem p (X — p (X)) = 0. Das Risikokapital p (X) ist also genau der Geldbetrag,
der gehalten werden muss, um beziiglich des Risikomalies das Risiko vollkommen
abzufedern. In diesem Sinne sind Risikomalfe, die die Translationsinvarianz erfiil-
len, akzeptabel [3].

Positive Homogenitdt ist eine Skalierungsinvarianz: Es ist unwesentlich, ob man
das Risiko in Cent oder Euro misst. Gélte die positive Homogenitit nicht, hitte die
willkiirlich gewihlte Geldeinheit einen Einfluss auf das Kapital, was natiirlich nicht
sein sollte. Man kann die Homogenitét auch in dem Sinne real interpretieren, dass
eine Vervielfachung der Versicherungssummen eines Portfolios eine entsprechende
Vervielfachung des Risikos nach sich zieht. Dies ist bei kleinen Bestinden plausibel.
Bei groBeren Bestidnden werden die Liquidititsrisiken jedoch zunehmend grofer, da
im Falle eines Versicherungsfalls groflere Zahlungen geleistet werden miissen.

Monotonie bedeutet, dass ein Portfolio, das in jeder moglichen Situation hohere
Verluste als ein anderes Portfolio aufweist, auch zu einem hoheren Risikokapital
fiihren muss. Denkbar wéren zum Beispiel zwei identische Portfolios, wobei eines
der Portfolios allerdings fiir die Primien einen schadenabhingigen nachtriglich ge-
wihrten Rabatt aufweist.

Subadditivitdt besagt, dass es bei der Kombination von risikobehafteten Portfo-
lios Diversifizierungseffekte gibt. Subadditivitit ist fiir einen Versicherer besonders

! Im Originalartikel von Artzner et.al. [3] wird vom Ergebnis ¥ = —X ausgegangen, daher wird
Monotonie dort anders definiert.
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intuitiv, weil auf dem Diversifizierungseffekt das Geschiftsmodell der Versicherung
beruht.? Auch hier kann argumentiert werden, dass Subadditivitit nicht immer gel-
ten muss. Wenn zum Beispiel zwei Unternehmen verschmelzen, kann es durch in-
terne Machtkdmpfe zu einer insgesamt schlechteren Risikolage kommen, so dass
dem verschmolzenen Unternehmen in der Gesamtbetrachtung ein Risikokapital zu-
zuordnen wire, das groBer als die Summe der Einzelkapitale ist. Man kann auch
argumentieren, dass bei einer Vervielfachung der Versicherungssumme wegen der
hoheren Liquiditétsrisiken Superadditivitit anstelle der Subadditivitit angemessen
sei.

Anmerkung 2.3. Die Kritik an der positiven Homogenitét und der Subadditivitédt mo-
tiviert, Risikomalle zu betrachten, die lediglich translationsinvariant, monoton und
konvex sind. Konvexe Risikomafe sind dadurch definiert, dass fiir jedes o € [0, 1]
und fiir je zwei Verlustverteilungen X1, X, € .# (Q,R) die Ungleichung

paXi+(1-a)Xz) <apXi)+(1-a)p(X2)

gilt. Es ist klar, dass Konvexitit eine schwichere Bedingung ist und aus Subadditi-
vitdt und positiver Homogenitit folgt.

Kohirente Risikomafe erfiillen intuitive Erwartungen in vielen Situationen. Es
gibt allerdings Bereiche, wo die Erwartung an ein Risikomal} im Widerspruch zur
Kohirenz steht. Dies ist im Einzelfall abzuwégen. Erfiillt umgekehrt ein Risikomaf3
nicht die Kohérenz-Anforderungen, so sollte abgewogen werden, inwieweit dies
durch die beschriebene Situation bedingt ist und ob diese Eigenschaft erwiinscht
oder vernachldssigbar ist.

Das folgende technische Theorem ermoglicht die Konstruktion neuer kohéren-
ter RisikomaBe auf der Grundlage von existierenden kohirenten RisikomaBen. Wir
werden es spiter fiir den Beweis von Theorem 2.4 verwenden, in dem eine anschau-
lichere Konstruktion von kohédrenten Maflen angegeben wird.

Theorem 2.1. Es sei (A, .o/, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit 6-Algebra </ und
Wahrscheinlichkeitsmafs |i. Es sei {pq},cq eine Familie von Risikomafen und A
ein Vektorraum von reellwertigen Zufallsvariablen X, fiir die po(X) W-fast iiberall
definiert und [L-integrierbar ist. Sind alle py translationsinvariant, positiv homogen,
monoton bzw. subadditiv, so hat auch das Risikomafs p: M — R, X — p(X) =
JaPa(X)du(er) die entsprechende Eigenschaft.

Beweis. Es seien ¢ € R und X,Y beliebige Zufallsvariablen.
Translationsinvarianz:

2 Es gibt eine subtile Unterscheidung zwischen Pooling und Diversifikation, wobei argumentiert
wird, dass das Versicherungsgeschift in erster Linie auf Pooling beruht. Die Unterscheidung be-
ruht darauf, dass der Poolingeffekt nur unter Kosten hergestellt werden kann (Vermittler miissen
Versicherungsnehmer finden), wihrend Diversifikation im Prinzip umsonst ist (Ein diversifizier-
tes Aktienportfolio kostet genauso viel wie ein undiversifiziertes zum gleichen Kurs). In unserem
Zusammenhang, in dem wir nur auf die Risikoeffekte abstellen, ist diese Unterscheidung jedoch
sekundr.
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p(X+0)= [ palX+)du(@) = [ (pa(X)+0) du(a)
= [ pal)au(@)+c [ du(e) = p(x)+e,

da u ein Wahrscheinlichkeitsma@ ist.
Positive Homogenitdt: Fir ¢ > 0 gilt

p(eX) = [ palcX)du(@) = [ cpu(X)du(e) = cp(X).

Monotonie: Es gelte X > Y fast iiberall. Dann folgt aus py(X) > pg(Y)

p) = [ pulX)du(a) > [ pa(¥)du(@) = p(¥).
Subadditivitdit:

p(X+Y)=/Apa(X+Y)du(a) S/A(pa(XHpa(Y))du(a)=p(X)+p(Y)
O

Im allgemeinen erfiillt das Risikomall VaR, das auf den ersten Blick vielleicht
am eingéngigsten erscheint, nicht das wichtige Axiom der Subadditivitit. Der Value
at Risk ist damit nicht kohérent und beschreibt daher unsere Risikointuition nicht in
dem Malfe, in dem es wiinschenswert wire.

Beispiel 2.2. Die diskrete Verteilung X sei durch

P(X=—1) =0.96
P(X =10) =0.04

gegeben. Wir konnen —X als eine Gewinnverteilung fiir einen Versicherungsver-
trag interpretieren. Die Pramie betrdgt 1. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 4% tritt
ein Schaden ein, und die Leistung ist im Schadenfall immer gleich 11. In diesem
einfachen Beispiel werden Kosten und Kapitalertrige ignoriert. Das Geschift ist
profitabel, da E(—X) = 0.56 gilt. Wir sind am Risikomal VaRgsq, interessiert. Da
der Schaden nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 4% < 1 —95% eintritt, gilt

VaR95% (X) =—1.

Fiir unser geringes Konfidenzniveau gibt es also kein positives Risiko.
Wir betrachten nun eine zweite Verteilung ¥ ~ X, die von X unabhingig ist. Die
Gesamtverteilung X 4 Y ist dann vollstindig durch

P(X+Y =-2) =0.96>=0.9216
P(X+Y=9) =2x0.96x0.04=0.0768
P(X+Y =20) =0.04>=0.0016
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beschrieben. Offenbar gilt
VaRgsq, (X + Y) =9>2 (— 1 ) = VaRgsq, (X) + VaR95%(Y).

Wenn man den Value at Risk als Risikomall verwendete, wiirde man also folgern,
dass die Diversifizierung das Risiko erhoht statt zu vermindern.

Es gibt jedoch Spezialfille, fiir die das Risikomall Value at Risk kohirent ist
(sieche Theorem 2.2). Zunichst bendtigen wir jedoch ein wenig Vorbereitung.

Anmerkung 2.4. Wir wollen hier einige Eigenschaften euklidischer Rdume wieder-
holen, die wir fiir die Formulierung und den Beweis des folgenden Lemmas 2.7 be-
notigen werden. Wir betrachten den R” mit einem Skalarprodukt (, ) : R” x R" — R.
Das Paar (R”,(, )) heiBt euklidischer Raum und bildet die Grundlage der elemen-
taren Geometrie. Eine lineare Abbildung O: R" — R”, u +— Ou heil3it orthogo-
nal (oder Isometrie), wenn (Ox,Oy) = (x,y) fiir alle x,y € R" gilt. Insbesonde-
re ist O invertierbar. Die transponierte Abbildung O ist durch die Eigenschaft
(Ox,y) = (x,0"y) fiir alle x,y € R" definiert. Es gilt 0T O = idg», was aus

(0T 0x,y) = (Ox,0y) = (x,y) Vx,y € R"
folgt. O ist selbst wieder eine orthogonale Abbildung, da
(07 0x,0" 0y) = (x,y) = (Ox,0y)
fuir alle x,y € R” gilt und O invertierbar ist.

Lemma 2.7. X : Q — R” sei eine Zufallsvariable und ¢x: R" - R, u+— E (ei<“’X>)
ihre charakteristische Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jede orthogonale lineare Abbildung O: R" — R" gilt OX ~ X.

(ii) Es gibt eine Funktion yx : R* — R mit ¢x (u) = wx (||u?).

(iii) Fiir jedes a € R" gilt {(a,X) ~ ||a|| X1, wobei X, die erste Vektorkomponente
von X ist.

Beweis. ,,(1)=>(ii)“: Fiir jede orthogonale lineare Abbildung O und jedes u € R" gilt
¢X<M) = Pox (u) —E (ei(u,0X>) —-E (ei<07u,X>) = ¢x (OTM)
Die charakteristische Funktion @ (-) ist also unter orthogonalen Transformationen

invariant und Eigenschaft (ii) folgt.
,(11)=>(iii)*“: E sei a € R". Dann erhalten wir fiir jedes r € R

Ora) (1) = E (€0} = (e¥) = gx(ra) = wx ([lall®)

Andererseits gilt

Ojax, (1) = E (110 ) — B (110} — gy (¢ Jal| 1) = i (12 a]*)
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und Eigenschaft (iii) folgt aus der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion.

,,(1i1)=>(1)“: Wegen der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion geniigt es
zu zeigen, dass die charakteristische Funktion von X unter orthogonalen Transfor-
mationen O invariant ist. Es gilt

dox (1) = E (40 ) = E (107030} — g/ 1 (1) = 95 x, (1) = Oy, (1)
= o) (1) = E (%) = ox (w).
0

Lemma 2.8. Das Risikomaf3 VaR, ist translationsinvariant, positiv homogen und
monoton.

Beweis. Es seien a € Rund X,Y beliebige Zufallsvariablen.
Translationsinvarianz: Offenbar gilt Fy,(x) =P(X+a <x)=P(X <x—a) =
Fx(x—a). Es folgt

VaRy (X +a) = inf{x: Fx4,(x) > a} =inf{x: Fx(x—a) > o}
=inf{x+a: Fx(x) > a}=a+inf{x: Fx(x) > a}
= VaRy (X) +a.

Positive Homogenitdt: Fir a = 0 gilt die Homogenititseigenschaft trivialer Wei-
se. Ista > 0, so gilt Fx (x) =P(aX <x) =P(X < %)= Fy (£). Somit folgt

VaRg (aX) = inf{x: Fox(x) > o} = inf{x: Fx (;f) > a}

=inf{ax: Fx(x) > a} =ainf{x: Fx (x) > o}
=aVaRy(X).

Monotonie: Es gelte X > Y fast iiberall. Dann gilt Fx(x) = P(X <x) <P(Y <
x) = Fy(x) und daher {x: Fx(x) > a} C {x: Fy(x) > a}. Es folgt

VaRy (X) =inf{x: Fx(x) > o} > inf{x: Fy (x) > a} = VaRy(Y).
O

Theorem 2.2. Eingeschrinkt auf einen Vektorraum von normalverteilten Zufallsva-
riablen ist fiir jedes o, € ] %, 1 [ das Risikomaf; VaRy kohdrent.

Beweis. Wegen Lemma 2.8 miissen wir nur die Subadditivitit zeigen. Es seien
X,Y: Q — R beliebige normalverteilte Zufallsvariablen aus dem Vektrorraum. Auf-
grund der Vektorraumeigenschaft sind alle Linearkombinationen von X und Y nor-
malverteilt, so dass der Vektor (X,Y) multivariat normalverteilt ist. Folglich exis-
tieren ein zweidimensionaler standardnormalverteilter Zufallsvektor Z = (Z,7,),
eine lineare Abbildung A: R2 — R? sowie ein Vektor b = (b1,bs) € R2, so dass
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(X,Y)" =AZ+b gilt. Wegen ¢7(u) = e llul’/2 gilt nach Lemma 2.7 fiir jeden Vek-
tor a € R? die Relation (a,Z) ~ ||a|| Z;. Wir haben

T
= () el
X+Y—b —by= <ATe1 +ATez,Z> ~ HATel +ATezH Zy.

Somit gilt aufgrund der Translationsinvarianz und der positiven Homogenitit von
VaR

VaRg (X) = HATel H VaRe (Z1) + b1,
VaRg (Y) = HATezH VaRy (Z1) + b,
VaRg(X +Y) = HATel +ATe2H VaRg (Z1) + b1 +b>.
Die Subadditivitét folgt nun aus
[47er+aTer]| < [l |+ "

und VaRy (Z;) > 0 fiir 0 > %, da Z; standardnormalverteilt ist. O

Anmerkung 2.5. Eine Zufallsvariable, die eine der dquivalenten Bedingungen in
Lemma 2.7 erfiillt, heiit sphdrisch. Die affine Transformation einer sphirischen
Zufallsvariable heilit elliptisch. Im Beweis von Theorem 2.2 haben wir von der
Normalverteilungseigenschaft lediglich benutzt, dass Multinormalverteilungen el-
liptisch sind. Das Theorem lisst sich also auf Verteilungen, die als Linearkombina-
tion von Komponenten elliptischer Verteilungen geschrieben werden konnen, ver-
allgemeinern. Fiir eine genaue Formulierung dieser Verallgemeinerung siehe [40,
Theorem 6.8].

Theorem 2.3. Der Expected Shortfall ESy ist kohdirent.

Beweis. Es sei dp das Lebesgue Maf3. Dann folgen Translationsinvarianz, positive
Homogenitit und Monotonie direkt aus Theorem 2.1 und Lemma 2.8 mit p,, = VaR,
und (A, o/, 1) = ([e,1], 2, 15dp).

T
Es bleibt die Subadditivitit zu zeigen. Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y erhal-

ten wir mit Lemma 2.5 (iii)
(1— @) (ESa(X) +ESa(Y) — ESa(X +Y))
=E (X Iy varg(x).a T Y Tyvara (v).0 — (X +Y) L(x4y) VaRo (X 47).0)
=E (X (Ix vara(x),& — 1 (X47).VaRa(X+¥).0) )

+E (Y (1yvarg(r).a — L (x+7) VaRa(X1¥).0) ) -
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Wir betrachten nun den Ausdruck E (X (1X7VaRa<X)7a — 1(X+Y),VaRa(X+Y),oc))‘ Nach
Konstruktion von 1y, o gilt fiir X(w) < x die Gleichung lx . o(®) = 0 und fiir
X(w) > x die Gleichung 1x y (@) = 1. Da aufgrund von Lemma 2.5 (i) die Unglei-
chung

0<lxiyvarg(x+1)0 <1

gilt, erhalten wir

<0 ,falls X(w) < VaRq(X)

Lx vaRg (X),0 — (X +7),VaRo (X +7). {> 0 falls X() > VaR (X).

Damit gilt in beiden Fillen (und trivialer Weise auch fiir X = VaR (X)) die Unglei-
chung

X (1X,VaRa(X)7a — 1(x4y) VaRo (X+7),)
> VR (X) (Ly varg (X), — L(X47).VaRa(X4Y).a) -
Lemma 2.5 (ii) impliziert nun
E (X (Ix varg(x),0 — L (X4Y) VaRq(X4Y),0) )

> VaR (X) E ((Ly varg (x),0 — L(x+7)VaRa(X+Y).) )
— VaRg(X) (1— &) — (1 —a)) = 0.

Das gleiche Argument impliziert auch E (Y (1y var, (v).0 — L (x47) VaRe (X4+7),0) ) =
0. Insgesamt erhalten wir also

(1—a)(ESe(X)+ESe(Y) —ESq(X +Y)) >0+0=0.
O

Theorem 2.4. Ein Spektralmaf3 My ist kohdirent, wenn die Gewichtungsfunktion ¢ €
L'([0,1)) (fast iiberall) monoton wachsend ist.

Beweis. Da ¢ monoton wachsend ist, konnen wir durch ¢ (p) =: v([0, p]) ein MaB
auf ([0, 1], %) definieren. Aus dem Theorem von Fubini folgt
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/VaR p)dp = /VaR )<0”dv(a)>d
- 1[o,p]<a>VaRp<x>dv<a>) ap
= [ ([ v vary ) ave) ) ap
7/ (/1(“] ) VaR,,(X)d ) /(/VaR >dv(a)

:/0 (1—a) ESg(X)dv(a),

wobei wir von der Identitit 1) ,) (&) = 1141 (p) fiir o, p € [0, 1] Gebrauch gemacht
haben. Die Behauptung folgt nun aus Theorem 2.1 mit dp (o) = (1 — @) dv(o), da

/Oldu(a):/l(l—a)dv(a):/ol (/ldp> dv(a)
/(/1(11 )dp)dv /(/hxl] )dv (o ))
[ ([ 1on@avie) e ["viorar= [ oriar
=1

gilt. O

Ein Spektralmal ist also genau dann kohérent, wenn die individuelle Risikoaver-
sion hoheren Verlusten auch hohere Gewichte zuordnet.

2.3.2 Praktische Erwigungen

Einige Risikomalie wie VaR, oder TailVaR, werden unter Angabe eines Konfi-
denzniveaus « definiert. Dieses Konfidenzniveau ermoglicht einen ersten intuitiven
Eindruck tiber das angestrebte Sicherheitsniveau. Es ist jedoch eine gewisse Vorsicht
geboten, da das Sicherheitsniveau sowohl vom Risikomaf} als auch vom betrachte-
ten Zeithorizont abhingt. So haben wir oben gesehen, dass ein Tail Value at Risk
zum Konfidenzniveau o immer ein hoheres Sicherheitsniveau bietet als ein Value
at Risk zum gleichen Konfidenzniveau «. Ferner ist klar, dass je ldnger die Periode
ist, auf die sich das Konfidenzniveau bezieht, desto hoher das Sicherheitsniveau ist,
das erreicht wird.
Eine weitere wichtige Forderung ist die der Praktikabilitét des Risikomales.

* Istdie Klasse der Verteilung bekannt, so reduziert sich das Problem der Bestim-
mung des Risikos auf die Schitzung der Parameter der vorliegenden Verteilung.
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Aber selbst wenn die Verteilungen der einzelnen Teilrisiken bekannt sind, wirft
die Aggregation zur Gesamtverteilung bereits im einfachsten Fall der Unabhén-
gigkeit erhebliche numerische Probleme auf. Daher berechnet man in der Praxis
die Gesamtverteilung meist mittels Monte-Carlo-Simulation.

* Varianzreduktionstechniken kdnnen zur Verringerung der Anzahl der benétigten
Szenarien herangezogen werden. Ferner kann eine approximative Portfoliobe-
wertung den numerischen Aufwand reduzieren.

*  Wenn wir davon ausgehen, dass die Risikoverteilung numerisch tiber eine Monte
Carlo Simulation ermittelt wird, so sind VaRy und SpektralmaBe mit &hnlichem
Aufwand zu berechnen. Wenn das Risiko genauer untersucht werden soll, ha-
ben Spektralmafle Vorteile, da sie iiber eine Integration und somit stabiler defi-
niert sind. Auf diese Eigenschaft werden wir im Abschnitt 5.2 am Beispiel einer
Definition fiir ein besonders intuitives Allokationsschema fiir das Risikokapital
genauer eingehen.

Das Ergebnis des RisikomaBes p: .Z(Q2,R) — R ist selbst keine Zufallsvari-
able, sondern wie der Erwartungswert eine deterministische Grof3e. Bei der Monte-
Carlo-Simulation wird diese deterministische Grofie durch einen Schitzer, d.h. eine
Zufallsvariable Ri X auf der Basis von k unabhingigen Realisierungen von X ap-
proximiert. Dabei bedeutet das ,,ungefihr*“-Zeichen ,,~*, dass fiir eine vorgegebene
kleine Schranke € > 0 und ein vorgegebenes ,,Meta-Konfidenzniveau*& die Unglei-
chung

P(‘p(X)—Rf’X‘>8> <l-@ 2.3)
gilt. Den theoretischen Hintergrund liefert das schwache Gesetz der grolen Zahl.

Beispiel 2.3. Es sei p = VaRy. Um VaR (X) numerisch stabil schiitzen zu koénnen,
miissen wir eine so hohe Anzahl k von Szenarien wihlen, dass hinreichend viele
Szenarien einen Verlust hoher als VaRy (X) liefern. Um zum Beispiel mehr als 100
Szenarien mit einem hoheren Verlust zu erhalten, wihlen wir k € N so grof, dass
(I — o)k > 100 gilt. Wir bezeichnen mit

MAXm ({a1 goee ,ak})
den m-hochsten Wert der Menge {ajy, .. .,a;}. Nun kénnen wir
VaRy X
R (X1, Xk) = MAX (1) ({ X5+ X0 })

setzen, wobei [a] den ganzzahligen Anteil der reellen Zahl a bezeichne. Fiir gege-
bene &, & wird nun k so grofl gewéhlt, dass Ungleichung (2.3) erfiillt ist. Dass eine
solche Wahl moglich ist, folgt intuitiv aus der Definition des Value at Risk und dem
Gesetz der gro3en Zahlen. In der Praxis wird man keinen Beweis fiihren, sondern k
einfach so grofl wihlen, dass sich der Wert von Rg * aufeinander folgender Evalua-
tionen kaum unterscheidet.

Die Anzahl der Simulationen wird hiufig pragmatisch durch die Rechnerkapa-
zitdt und die praktisch vertretbare Laufzeit bestimmt. Das kann dazu fiithren, dass
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die Ergebnisse nicht stabil sind. Insbesondere wenn X eine heavy-tailed-Verteilung
(z.B. Paretoverteilung) ist, konnen leicht mehr als 100.000 Simulationen notwendig
sein, um stabile Ergebnisse fiir VaRog 5¢,(X) zu erhalten.

Man sieht leicht, dass der Schitzwert R,{V&R"C X (X1,...,X;) mit dem Value at Risk
der empirischen Verteilungsfunktion F; der Stichprobenwerte iibereinstimmt; denn
es gilt

B (RkVHR“’X) (G0 —k(x)k] € o, o+ 1/k].

Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli konvergieren die empirischen Verteilungs-
funktionen F; gleichm@Big gegen die Verteilungsfunktion F von X, so dass hier der
Value at Risk der empirischen Verteilungsfunktion als Approximation des Value at
Risk der theoretischen Verteilungsfunktion verwendet wird.

Beispiel 2.4. Es sei p = ES,. Wir setzen nun

YO MAX,, ((X1,... X))
[(1— o)k

RS« (X),...,X) =

und verfahren ansonsten analog zu Beispiel (2.3).
Den theoretischen Hintergrund liefert das folgende Gesetz der groen Zahl [53].

Theorem 2.5. Fiir eine Folge (X)ren von integrierbaren ii.d. ZufallsgrofSen auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (2,P) gilt

. YO MAX,, (X, .., Xe)

k—soo [(1—a)k]

=ESq(X1) fast sicher,

wobei [ | den ganzzahligen Anteil bezeichnet.
Beweis. Sei F die Verteilungsfunktion von Xj. Dann ist
vy VaR(X;) =inf{x: F(x) >y}

integrierbar, da wegen Lemma 2.1

1 1 oo
/0 ]VaRy(Xl)|dy:/0 |VaRy(X1)|dF(VaRy(X1)):/_m|x|dF(x)<oo

gilt. Wir setzen U; := F(X;), i = 1,...,k. Da P(VaRy,(X;) = X;) = 1 nach Lemma
2.2 gilt, die X; identisch verteilt und ¢ — VaR,(X) monoton wachsend ist, gilt

MAX, (Xi,...,X¢) = MAX,, (VaRFXI (X1),.... VaRp (Xk))

— MAX,, (VaRFX1 (X1)..... VaRp, (Xi ))

= VaRMAXm(Ul,...,Uk) (X]) f.s.
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Daher geniigt es,
1—o)k]
):[(_1 VaRyiax,, (u;.....u,) (X1) 1!
li m Lok = / VaR,(X;)dy f.s.
Pt [(1— )] —a ), VR X)d s

zu zeigen. Wir werden etwas allgemeiner zeigen, dass fiir jede integrierbare Funkti-
on g: |0, 1[— R die Beziehung

1—a)k
. Y@K o (MAX,, (U1, Uy)) 1

1
k—so0 [(1—a)k] = 1_06/06 g(x)dx fs.

gilt. Dazu definieren wir die beziiglich ¢ stiickweise konstanten Abbildungen

gk 0,1[xQ2 —» R,

k € N, durch
gk(t) :== g MAX1_pyg41(U1,..., Ur)) -
Es folgt
/1 [(liO‘)k]
gk<t)dt: g(MAX, (U],...7Uk)).
([ak]+1) /& = "
Mit der Notation
) {o fiir 0 < 7 < 1AL
k\r) = . [ok]+1
[(lfka)k] fiir [a,]c <t< 1.
geniigt es also,
1 1 1
lim / g(1)(t) dt = —— / g(t)di fs. 2.4)
k—eo Jo 1—a/a

Zu zeigen.
Wir zeigen zunichst, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 beziiglich (2, P)

klgn A({t: |g(t)—g()|>8})=0 V6>0 (2.5)

gilt. Zu € > 0 finden wir nach dem Theorem von Lusin eine Borelmenge B C |0, 1]
und eine stetige Funktion g: ]0, 1[— R, so dass g = g auf |0, 1[\B und A(B) < € gilt.
Wir setzen nun

gi(t) := § MAX[(1_py41 (UL, Uk))
By = {li MAX[(],Z)k]Jr] (U], .. 7Uk) S B}

8 ist ebenfalls stiickweise konstant, und es gilt {¢: g (¢) # gx(t)} C Bx. Dadie Uj;
identisch verteilt und unabhéngig sind, konvergiert



2.4 Dynamische Risikomafle 45

A(By) = — Z 13(U;)

=~

nach dem starken Gesetz der grof3en Zahl f.s. gegen
E(15(U,))=P(U, € B)=A(B) <e¢,

so dass insbesondere limsup; A (By) < € f.s. gilt. Da MAX[(;_y)541 (U1, .-, Uy) als

[’]‘]TH-Quantil der empirischen Verteilungsfunktion der Stichprobe (Uy,...,Uy) ge-

gen das r-Quantil der Gleichverteilung konvergiert und g stetig ist, gilt ferner
lim gk(l‘) =g f.s.

k—soo0

Insgesamt schlieBen wir
limksupl ({r: |gx(r) —g(t)| > 8}) < limksupl ({r:18(r) —8(t)| = 6})
limsup2 ({1 |gi(r) — &u(1)] > 8})
limsupA ({r: 1g(1) ~ &(1)] > 8})
< 2.(B) +limsup2 (Br)
limsupA ({r:2(1) ~ &(1)] > 8})
<2e.

Damit ist die Beziehung (2.5) gezeigt.
Da zudem

1 1k 1
I dA = tim - Y |g(U; :/ da
Jim [ lsslar = Jim 1 Y30l = [l

gilt, konnen wir fiir fast jedes @ €  das Theorem von Vitali bzgl. (]0,1[,4) an-
wenden, um

-1
lim/ g —gldd =0 fs.
k—e0 J()

zu erhalten. Da die Folge Ji, k € N, beschrinkt ist und gegen ﬁl(a,l) konvergiert,
erhalten wir schlieBlich die gesuchte Konvergenz (2.4). 0O
2.4 Dynamische RisikomaBe

Die RisikomaBle, die wir bisher untersucht haben, werden in der Regel auf einen Be-
obachtungshorizont von einem Jahr bezogen. Andererseits stehen Versicherungsver-
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trige und die damit verbundenen Verpflichtungen hiufig fiir viele Jahre unter Risiko.
Diese zeitliche Asymmetrie wirft die folgenden Fragen auf:

*  Wie sollte das RisikomaB die neue Information, die im Laufe der Zeit zugénglich
wird, widerspiegeln?

+ Wie sollte das RisikomaB auf Anderungen des Risikoprofils wihrend des mehr-
jahrigen Beobachtungshorizonts reagieren?

* Wie sollte man zeitlichen Abhéngigkeiten Rechnung tragen?

Zeitliche Abhingigkeiten konnen durch externe, fiir den Schadenverlauf relevante
Trends induziert werden. Ein Beispiel in der Lebensversicherung ist die Verbesse-
rung der Lebenserwartung aufgrund des medizinischen Fortschritts. Die Natur des
versicherten Schadens kann sich ebenfalls mit der Zeit verandern. Zum Beispiel ha-
ben éltere Menschen eine hohere Sterblichkeitswahrscheinlichkeit als jiingere Men-
schen, und die zugehorige Volatilitit ist ebenfalls groler. Daher haben Lebensver-
sicherungen ein Risikoprofil, das sich mit der Zeit dndert. Dies kann Auswirkungen
auf das notwendige Risikokapital haben.

Beispiel 2.5. Ein Unternehmen iibernimmt zum Zeitpunkt r = 0 die Verpflichtungen
eines Konkurrenten gegen einen Verkaufspreis Vp. Der Bestand lduft in n Jahren
aus. Das Unternehmen erwartet, im Jahr ¢ die (zum Zeitpunkt O deterministisch
berechneten) Reserven V; (mit V,, = 0) stellen zu miissen. Ferner folge die Versi-
cherungsleistung im Jahr ¢ einer Normalverteilung L, mit Erwartungswert 1, und
Standardabweichung o;.

Der Cashflow zur Zeit ¢ ist dann durch

Chi=+s)Vie1—Vi— L

gegeben, wobei wir den (deterministisch angenommenen) risikofreien Zins mit s,
bezeichnet haben. Mit der Bezeichnung

!
vi=]]0 +57)7"
=1
fiir den Diskontierungsfaktor ist der Barwert des Cashflows durch
n n
W] = Z V[Cfl = V() — Z VlLl
t=1 t=1
gegeben. Offenbar ist W, ebenfalls normalverteilt, und es gilt
n
E(W]) = V() — th“t'
=1

Dabei bezieht sich der Index ; auf den Anfang der ersten Zeitperiode, siehe auch
Abbildung 6.4. Der Zufallsvektor (Li,...,L,)" hat die Kovarianzmatrix

cov ((Ll,...,Ln)T)” = C,’jG,‘Gj,

tj
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wobei wir corr (Ly, L, ) = {, gesetzt haben. Wegen

n
cov <Z v,L,) =(v1,...,v)cov ((Ll,...,L,,)T) (vl,...,v,)T
=1

erhalten wir

n
Y. Gijviow;o;

i,j=1

und mit Proposition 2.5

n Po,1 (@0_
ESq (W1) = -Vo+ Z Vel +

t=1

wobei der Zeithorizont n Perioden betrigt. Die zeitliche Abhingigkeit der Versiche-
rungsleistungen L, vergrofert das Risiko und somit das notwendige Risikokapital,
da fiir §;; > 0 die Ungleichung

n

n n
Y Gviowioi— Y (vioy)? =2Y Gijviowjo; >0
i,j=1 i,j=1 i<j

gilt.

Dieses Beispiel zeigt, dass es nicht moglich ist, das Risiko iiber mehrere Perioden
durch das einjihrige Risiko zu beschreiben. Wenn wir mehrjihrige Risiken korrekt
erfassen wollen, miissen wir somit mehrperiodische RisikomaBe betrachten. Fiir das
Risikomanagement ist dann von Interesse, die Anderung des Risikos im Zeitverlauf
zu beschreiben. Wir sind also nicht nur an ESq(W;) sondern auch an ESy(W;) in-
teressiert, wobei ES (W} ) fiir den Zeithorizont n — ¢ bestimmt wird. Zur Zeit 7 = 0
ist ES(W;) eine Zufallsvariable, da der Schadenverlauf der ersten ¢ Perioden noch
unbekannt ist.

In Abschnitt 2.4.2 werden wir einen Rahmen zur Beschreibung dieser dynami-
schen Aspekte bereitstellen. Als Vorbereitung bendtigen wir einige grundlegende
Tatsachen iiber Filtrationen.

2.4.1 Filtrationen

In diesem Abschnitt fithren wir Terminologie ein, die es ermoglicht, das Wechsel-
spiel von Zeit und bekannter Information zu beschreiben.

Definition 2.8. Es sei T = {0,...,n} und %, = {0, Q}. Eine Filtration (%), ist
eine Menge von o-Algebren auf 2 mit

FoC F C--- CFy
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Anmerkung 2.6. Die Bedingung, dass %, die triviale o-Algebra ist, wird hiufig
nicht gefordert. Wir fordern sie hier, um auszudriicken, dass die Anfangswerte als
bekannt vorausgesetzt werden. Haufig wird aus technischen Griinden zusétzlich ge-
fordert, dass (beziiglich eines vorgegebenen Mafles) .%o die von den Nullmengen
erzeugte o-Algebra ist. Diese zusitzliche Eigenschaft ist durch Vervollstindigung
der o-Algebren immer zu erreichen, wird von uns jedoch nicht bendotigt.

Anmerkung 2.7. Definition 2.8 ldsst sich auf unendliche Indexmengen T C N und
kontinuierliche Indexmengen T C R verallgemeinern. Fiir unsere Zwecke sind je-
doch endlich viele diskrete Zeitschritte ausreichend.

Definition 2.9. Es sei (.%;),.r eine Filtration auf der Menge Q. Ein adaptierter
stochastischer Prozess mit Werten in R¥ ist eine Abbildung

X: QxT—R  (0,1)— X (o),
wobei fiir jedes 7 € T die Abbildung X;: 2 — R* beziiglich .%;, messbar ist.

Diese Definition ldsst sich wie folgt interpretieren: Jedes ® € 2 beschreibt ei-
ne mogliche Historie des betrachteten Prozesses. Zum Zeitpunkt ¢ ist der Teil der
Historie, der der Vergangenheit {0, .. .,#} entspricht, bekannt. Die Adaptiertheitsbe-
dingung bedeutet, dass der Wert X; (@) zum Zeitpunkt # mit Sicherheit bekannt ist.
Diese Interpretation wird besonders augenfillig fiir Produktfiltrationen (Abschnitt
2.4.3), siche Korollar 2.2.

Beispiel 2.6 (Endlich generierte Filtration). In der praktischen Modellierung auf-
tretende o-Algebren sind aufgrund der Benutzung von Computern meistens endlich
generiert. Es sei &) = {Aj,...,A,,, } eine endliche Partition von Q. Mit anderen
Worten, es gelte Aj C 2,A;NA; =0 fiir i # j und J]| A; = Q. .7 sei die von dem
Mengensystem & generierte o-Algebra. Wir konnen nun induktiv eine Filtration
als sukzessive Verfeinerung von &7 konstruieren. Fiir jedes A € & wihlen wir ei-
ne Partition 2(A) = {Bi(A),...,Bya)(A) } und setzen Z; ;| = Uysc 5, Z(A). Diese
Familie von Teilmengen von £ ist dann wieder eine Partition von €2 und definiert
somit eine o-Algebra %, . Ein konkretes Beispiel ist durch

_ Fo = {0,{1,2,3,4,5}}
?:{{1’5737254}}5 ; {0,{1,2},{3,4,5},{1,2,3,4,5}}
= ARSI 7 5 = 0.43).01.2), (4.5). (1.2.3),

2= ({1.2},13), 44,53 {3,4,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}}

A
I

gegeben. Mit

t fiirw =1 t fiirw =1
t fir o =2 t fir o =2
X (0)=13t+4t(t—1) firo=3 und Y(o)=<3t+4> fiiro=3
3t firw =4 3t firw =4

3t firw=>5 3t firw=>5
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ist X; ein adaptierter stochastischer Prozess, nicht aber ¥;: Offenbar sind ¥y und X
konstant und somit .%y-messbar. Es gilt X; (0) =1 < o € {1,2} € ZF; und X, (o) =
3 we {3,4,5} € .#. Damit ist X; .%|-messbar. Andererseits gilt Y1(0) =7 <
o € {3} ¢ #1, so dass Y] nicht .Z|-messbar ist. SchlieBlich gilt Xo(0) =2 < w €
{12} e F, X(w) =14 we {3} e Fund Xo(0) =6< o e {4,5} € %, s0
dass X» auch .%>-messbar ist.

Es sei X das Endresultat einer langfristigen Investition. Zum Zeitpunkt der Inves-
tition erwartet das Unternehmen das Ergebnis E(X). Im Laufe der Zeit wird sich die-
se Einschitzung jedoch aufgrund von 6konomischen Unsicherheiten dndern. Dieser
Aktualisierungsprozess kann durch bedingte Erwartungswerte auf einer Filtration
beschrieben werden.

Definition 2.10. Es sei (2,.27,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, </ eine Unter-o-
Algebra von o/ und X eine «/-messbaren Zufallsvariable. Der bedingte Erwar-
tungswert von X beziiglich <7 ist die (f.s. eindeutig bestimmte) ./ -messbare Zu-
fallsvariable E (X | o ) mit der Eigenschaft, dass

E(XXZ)=E(E(X | ) Z2)
fiir alle beschriinkten .«7-messbaren Zufallsvariablen Z gilt.

Fiir die Wohldefiniertheit verweisen wir auf Theorem 23.4 in [34].

Lemma 2.9. Es sei (%), eine Filtration auf Q und X eine F,-messbare Zufalls-
variable. Dann ist
(t,0) = X (0) :=EX | F),

ein adaptierter stochastischer Prozess.
Ferner erfiillt X; die Martingaleigenschaft

EXie1 | F1) =X
fiirallet €{0,...,n—1}.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der .%;-Messbarkeit von E (X | .%;).
Fiir die zweite Aussage sei Z eine .%;-messbare Funktion. Dann ist Z auch .%; , |-
messbar, und es gilt

E(X,11Z) =E(E(X | Z141)Z) = B(XZ) =E(B(X | 7:)Z) = E(X, Z).

Die Behauptung folgt aus der .%,-Messbarkeit von X; und der Eindeutigkeit des
bedingen Erwartungswerts. O

Aufgrund der Martingaleigenschaft kann man E(X | .%;) als den Best Estimate
fiir das Endergebnis X zum Zeitpunkt ¢ interpretieren. E(X | .%;) ist selbst eine Zu-
fallsvariable, die die Unsicherheit zwischen den Zeitpunkten 0 und ¢ widerspiegelt.
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2.4.1.1 Produktfiltrationen

Fiir konkrete Anwendungen auf Cashflows werden Filtrationen in der Regel iiber
sukzessiven Informationsgewinn konstruiert. Um diese konkreten Konstruktionen
zu beschreiben, bendtigen wir die folgende Notation:

Definition 2.11. .7, ..., < seien o-Algebren auf den Mengen 1, ..., ;. Die Pro-
dukt-o-Algebra auf der Produktmenge Q; X 2, X --- X £ ist dann durch

k
R =@ - Dh=0(A1 % XA | A € o firt € {1,...k})
=1

gegeben, wobei wir die Konvention
Ap X XA XOX Ay X XA =0
benutzen.

Im allgemeinen gilt &} @ @A # {A] XAy | A| € 9,A; € @} . Die Gleichheit
gilt jedoch, wenn % die triviale o-Algebra ist.

Lemma 2.10. Q,Q; seien Mengen und <] sei eine 6-Algebra auf Q. Dann gilt
Ae A R{0,Q} A=A X,
mit Ay € & .
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die Mengen der Form
{A| xQy: A € S}
eine o-Algebra bilden. O
Lemma 2.11 (Assoziativititsgesetz). Es seien o/, ... ,.2/j i 6-Algebren. Dann gilt
J Jtk JAk
(69)-(8)-6-
=1 1=j+1 =1
Beweis. Siehe [5, Seite 161f]. 0

Eine o-Algebra modelliert, welche Ereignisse prinzipiell moglich sind. Fiir die
Beschreibung einer 6konomischen Dynamik unterstellen wir, dass in jeder Zeitperi-
ode prinzipiell die gleichen Ereignisse moglich sind. Zum Beispiel ist in jeder Peri-
ode ¢ das Ereignis E; moglich, dass der Aktienkurs eines Unternehmens um mehr als
10% steigt. Dagegen hiangt die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse von der Dynamik
ab und ist daher im allgemeinen fiir jede Zeitperiode unterschiedlich: Bringt das Un-
ternehmen am Ende der Periode 7 — 1 ein neues, vielversprechendes Produkt auf den
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Markt, so wird die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E; hoher sein als die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses E;_j. Mit diesem Ansatz ordnen wir also jeder (in
Isolation betrachteten) Zeitperiode die gleiche o-Algebra <7 zu, aber nicht notwen-
diger Weise das gleiche Wahrscheinlichkeitsmaf3. Das folgende Beispiel illustriert
diese Idee:

Beispiel 2.7 (AR(1)-Prozess). Wir betrachten einen Aktienindex S;, dessen Dynamik
durch
S[:aS[7]+Sa);, tE{l,,n},

beschrieben wird, wobei ,s > 0 konstant sind und ®;, @, ... unabhingig aus ei-
ner Standardnormalverteilung gezogen werden. Fiir jede feste Periode 7 ist unsere
o-Algebra gerade die Borelalgebra 28(R) auf R. Zur Beschreibung der gesamten
Dynamik benétigen wir n Ziehungen, und offenbar ist die zugehorige o-Algebra
gerade die Borelalgebra

2(R") = R A(R)
=1

auf der Menge 2 = R". Um die Dynamik bis zur Periode ¢ zu beschreiben, béte sich
an, als o-Algebra die Borelalgebra Z (R") zu wihlen. Dies hitte jedoch den Nach-
teil, dass sich die Menge, auf der die c-Algebra definiert ist, bei jedem Zeitschritt
andert. Wenn wir 2 (R") mit n— Kopien der trivialen o-Algebra <% = {0, R} mul-
tiplizieren, ist die resultierende o-Algebra auf dem gesamten Raum 2 = R” defi-
niert. Sie hat auBerdem die gleiche Messbarkeitsstruktur wie die o-Algebra % (R').
Denn da die beziiglich der o-Algebra Z (R") x Q{_, | %% messbaren Abbildungen
flo,...,0,) nicht von (@4, ..., ®,) abhingen, ist durch

Y(g)(or,...,0,) = g(@1,..., @)

eine Bijektion vom Raum der % (R')-messbaren Abbildungen auf den Raum der
B (R") x Q1 “-messbaren Abbildungen definiert. Damit ist

F-QB® e R
s=1

s=t+1

die fiir unseren Prozess natiirliche Filtration. Die Dynamik

S:R"x{l,....n} >R,
(01,...,00,t)— S (01,...,0)

ist fiir diese Filtration ein adaptierter, stochastischer Prozess. Man beachte, dass S;
nicht von @y 1,..., ®, abhingt. Dies driickt aus, dass die Zukunft unbekannt ist.

Man beachte, dass fiir o ¢ {0, 1} weder die S, fiir r € {1,...,n} noch die Zu-
wichse Sy — S, firt € {1,...,n— 1} unabhéngig verteilt sind. Die Verteilung des
Prozesses S weist daher eine nicht-triviale Abhingigkeitsstruktur auf.
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Die in Beispiel 2.7 beschriebene Konstruktion ldsst sich folgendermalien verall-
gemeinern:

Definition 2.12. Es sei T = {0,...,n} und fiir 7 € T\ {0} %4 eine o-Algebra auf
der Menge Q. Die Produktfiltration auf dem kartesischen Produkt € =[], €, ist
durch

Fr= {0)[,52 izf DR, {0,02) Ziﬂssf - 20
s=1°7s s=t+1 PEAY
gegeben.
(o] a

[ I I I I

0 1 t—1 t 41
TProjektionsbeginn

Fo=1{0,Q} G Fi

Xo (@) = const Xi—1(o) X (o)

Abb. 2.4 Tllustration zu Definition 2.12. Die wihrend der Periode ¢ auftretenden zuflligen Ereig-
nisse werden durch die Ziehung @, € €, beschrieben. Ist X; ein adaptierter stochastischer Prozess,
so sind zum Zeitpunkt ¢ die Werte Xy (®), ..., X; (o) bekannt, da sie nur von (@;, ..., @) abhidngen
(siehe Korollar 2.2 weiter unten).

Die o-Algebra .%,; kann als Einschrinkung der gesamten o-Algebra .%, auf die
Zeitspanne von 0 bis # verstanden werden (siehe Abbildung 2.4). In der praktischen
Anwendung werden die .27, fast immer gleich sein. Die etwas grofere Allgemeinheit
von Definition 2.12 bereitet jedoch zu keine zusétzlichen Schwierigkeiten.

&, = Q)
Fi(0) = Fi(oy) Q=0,x
1 (0]
a)F‘ —— -
Abb. 2.5 Tllustration der Pro- 1 m
duktstruktur in Definition 2.13 _(21 — 0l
an einem zweidimensionalen 0;11; B

Beispiel.
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Definition 2.13. Es sei Q =[];_; £, und

t
m:2—-[]2 o~ me)=(o,... o)

s=1

die Projektion auf die ersten # Faktoren. Fir @ € Q und ¢ € {1,...,n} ist die t-Faser
durch @ durch
F(0)=m" (m(w))

gegeben, und wir setzen Fy(w) = Q. Fiir w € m;(Q) ist die t-Faser iiber w die Menge
E(w)=m "' (w).

Wir schreiben Qf =[T,_; Q, und Qf =T, | 2,.> AuBerdem benutzen wir die
Schreibweise 7 (®) = @ € 2f und definieren wf € Qf durch ® = (wg, ©F).

Korollar 2.1. Es sei Q =[], ;. Fiir jedes o € Q gilt dann {®0} = F,(®) C
Fio1(w) C-- CFH(0) CFRH(QR)= Q.

Die Bezeichnungen in Definition 2.13 sind in dem Sinne konsistent, dass fiir alle
o € Q die Gleichung F,(0) = F;(m (o)) gilt.

Abb. 2.6 Illustration zu De-

finition 2.13. Wir betrachten

den Raum Q =10, 1[>, wo-

bei P das Lebesgue-Mal ist.

® = (u,v,w) ist der sich rea- Fi(u)
lisierende Zufallswert. Zum
Zeitpunkt = 1 zu Beginn
der Periode r + 1 ist @ = u
bekannt. Die Faser Fj (u) be- TV
schreibt den Wahrscheinlich- ,
keitsraum fiir die verbleibende F>(u,v) ® .
Unsicherheit. Zum Zeitpunkt
t =2 ist (u,v) bekannt und N
die Faser F>(u,v) C Fi(u)
beschreibt die verbleibende
Unsicherheit. Zum Zeitpunkt
t = 3 ist o bekannt. Da keine
weitere Unsicherheit mehr be-
steht, reduziert sich die Faser
F;3(w) auf den Punkt .

A

L oo oo

Das folgende Lemma bzw. das nachfolgende Korollar zeigt, dass ein auf einer
Produktfiltration definierter adaptierter, stochastischer Prozess zum Zeitpunkt 7 nur
von der Unsicherheit bis zum Zeitpunkt ¢ abhéngt, nicht jedoch von zukiinftigen Un-
wigbarkeiten. Dies entspricht der Erfahrung, dass die Gegenwart von Ereignissen
in der Vergangenheit, nicht aber von Ereignissen in der Zukunft beeinflusst wird.

3 Der Index g steht fiir ,,Basis* und der Index y fiir ,,Faser.
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Lemma 2.12. Eine Abbildung g: Q — R ist genau dann F#;-messbar, wenn sie F,-
messbar und auf den Fasern F;(®) konstant ist.

Beweis. ,,=: g sei .%#;-messbar. Wegen .%; C .%, ist g auch .%,-messbar. Aus Lem-
ma 2.10 folgt, dass .%; aus den .%,-messbaren Teilmengen der Form A = A x .Q’F
besteht. Wir nehmen nun an, dass g auf den Fasern nicht konstant ist. Da F; (@) =
{wf} x Qf gilt, existieren x,y € Qf mit g(wf,x) # g(@,y). Dann existieren of-
fene Intervalle By, B, mit g(wg,x) € By, g(@g,y) € By und B, N By = 0. Es folgt
¢ (B Mg~ (By) =0.Da (},x) € g (Bo) \g | (By) ilt, folgt g~ (B,)NF; (o)
F;(®). Damit ergibt sich ein Widerspruch zu g~!(B,) € Z,.

,»<=":Da g auf den Fasern F; (@) konstant ist, existiert fiir jede Borelmenge B C R
eine Menge A C Qf mit g~!(B) = A x QL. Da g~ (B) beziiglich .%, messbar ist, ist
¢ '(B) wegen Lemma 2.10 auch .%,-messbar. O

Korollar 2.2. Es sei (% )it eine Produktfiltration auf Q =[]}, £; und (®,1) —
X, () ein adaptierter stochastischer Prozess. Dann hingt X; (@) nur von den ersten
t Komponenten @, ..., ab.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass X;(®) auf F,(®) = {wg} x [T, Qs
konstant ist. o

Da .%;-messbare Funktionen g von @ lediglich iiber wf abhingen, werden wir
an einigen Stellen die Schreibweise g(wj) anstelle von g(®) benutzen.

Definition 2.14. Fiir r € {1,...,n} sei (£, ;) ein MaBraum und (.%;),.y die Pro-
duktfiltration auf Q =[]/, £,;. Das Wahrscheinlichkeitsmall P auf (Q,.%,) sei
bzgl. des ProduktmaBes p = ®/"; t; absolut stetig. Dann ist (2, (.%),cp,P) ei-
ne filtrierte Produktokonomie.

Wir schreiben i = ®\_; ity und ph = Q' 1 K.

teT»

Anmerkung 2.8. Da es fiir jedes A C F,(®) eine eindeutig bestimmte Menge A C
[T, Qs mitA = (a,...,0) xA gibt, induziert ug durch

ug" ) (4) = up(A)

auf kanonische Weise ein MaB auf F;(®). Um die Notation zu erleichtern, benutzen
wir die Schreibweise uf. auch fiir dieses MaB auf der Faser.

In einer filtrierten Produktokonomie werden n diskrete Zeitperioden modelliert,
wobei in jeder Periode ¢ die durch @, € €, beschriebene zusitzliche 6konomische
Unsicherheit entsteht. @ = (o, ..., ®,) beschreibt dann die kumulative Unsicher-
heit aller Perioden. Zu Beginn der Periode 7 41 ist a)]’3 ein bekannter Wert, wihrend
F;(wg) das verbleibende Risiko beschreibt. Eine 6konomische Produktokonomie
bestimmt nicht die Preisbildung, sondern beschreibt nur die zufilligen Ereignisse,
die die Preisbildung beeinflussen konnen. Die Preisdynamik von Giitern wird durch
adaptierte stochastische Prozesse auf der 6konomischen Produktékonomie beschrie-
ben (siehe Beispiel 2.7).
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Anmerkung 2.9. Die MaBe g, auf (£, o) modellieren die Zufallsquellen der ein-
zelnen Zeitperioden 7. Durch die Wahl des ProduktmaBes u = @i, t; auf Q =
[T, £ unterstellen wir die Unabhingigkeit dieser Zufallsquellen. Jede Periode
tragt also unabhingig von allen anderen Perioden einen Zufallseinfluss @, zur ku-
mulierten Unsicherheit @ = (®,...,®,) bei. Dies ist jedoch lediglich ein mathe-
matischer Trick, um die Modellierung zu vereinfachen, und das Produktmal} u hat
in der Regel keine direkte 6konomische Interpretation. Insbesondere bedeutet die
Unabhingigkeit dieser Zufallsquellen nicht, dass eine 6konomische Preisdynamik
auf (Q,(%),cr, 1) unabhéngige Zuwichse aufweist, wie Beispiel 2.7 lehrt.

Dadurch, dass wir das Wahrscheinlichkeitsmal3 P als absolut stetig beziiglich u
wihlen, erreichen wir eine fiir die Praxis hinreichend allgemeine Modellierungs-
struktur. Hiangt ndmlich das Zufallsgeschehen einer Periode von den zufélligen Er-
gebnissen der Vorperioden ab, so ermoglicht in vielen Fillen die Dichte p von P
beziiglich p die Abbildung dieser Abhingigkeit. Beispielsweise konnte der Kon-
junktureinfluss dazu fiithren, dass der Parameter einer exponentialverteilten Scha-
dengréfe vom Ergebnis der Vorperiode abhingt. In unserer Modellierung konnte
z.B. ein Schadenprozess iiber zwei Perioden (X;,X) auf (R?,2 (R?),P) abgebil-
det werden, wobei P die Dichte

10
p(x1,x2) = exp(—x1) exp(—10x2/(11x1)) 1 (0 0) x (0,00) (X1,%2)

1 1X1
beziiglich des zweidimensionalen Lebesgue-Malles hat. Diesem Modell liegt die
Abhingigkeitsannahme zugrunde, dass der Erwartungswert des Schadens in der
zweiten Periode den beobachteten Schaden der ersten Periode um 10% iibersteigt.
In jedem Simulationsschritt wiirde man also zunéchst eine Zufallszahl @; aus der
Exponentialverteilung mit Parameter 1 ziehen und danach eine Zufallszahl w, aus
einer Exponentialverteilung mit Parameter 1.1w;.

Vom Standpunkt der praktischen Modellierung ist also die Verwendung eines be-
ziiglich u absolut stetigen Wahrscheinlichkeitsmales P hinreichend allgemein und
fiihrt zu signifikanten technischen Vereinfachungen (siehe z.B. Lemma 2.13 und
Proposition 2.7).

Lemma 2.13. Es sei (.Q, (F1) et ,P) eine filtrierte Produktékonomie. Auf der Faser
F,(w) ist beziiglich der von %, induzierten c-Algebra durch

_ J1ap(oy, of) dug
ow; (A) = Tt 7
ein Wahrscheinlichkeitsmaf; gegeben, wobei p die Dichte von P bzgl. L ist.

Beweis. Offensichtlich ist Py ein MaB auf F; (@) = {@} x -+ x {@} x Q41 x
.-+ x £,. Die Behauptung folgt daher aus

_ S Lk P(og, 0p) dpp [ p
t

,0p)dug
Poj, (F(0) =1 Tt

F R, OF
ydug [ p(of, of)duf
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Wir haben bereits gesehen, dass ein Beobachter zum Zeitpunkt 7 den Anteil
seiner Historie ® kennt und dass die verbleibende Unsicherheit durch F;(wj) be-
schrieben wird. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P, dient dem Beobachter zur Be-
stimmung der Wahrscheinlichkeiten zukiinftiger Ereignisse.

Proposition 2.7. Es sei (Q,(.%;),c1.P) eine filtrierte Produktskonomie und P =
p . Dann gilt P-fast iiberall

Joy 8(@) p(w) dug
Jay p(©) dug

E(g|71)wy =
Beweis. Wegen Definition 2.10 erfiillt der bedingte Erwartungswert

| ¢@)Z(@h) p(@) du= | E(s| 7) (0h) Z (h) p(o) du

fur alle integrierbaren .%;-messbaren Funktionen wf; — Z (og) und ist durch diese
Bedingung eindeutig bestimmt. Die Funktionen

Die Behauptung folgt somit unmittelbar aus der Definition des bedingten Erwar-
tungswerts. O

2.4.2 Aligemeine dynamische Risikomafie

Definition 2.15. Es sei (£2,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (%), ) eine
Filtration auf Q. Fiir jedes 7 sei .#;(£2,R) ein Vektorraum .%;-messbarer Funktio-
nen. Ein dynamisches Risikomap ist eine Familie (p;),c ., von Abbildungen

Pt3 %H(QaR) %%(QaR)a
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so dass gilt:

1) X1 >Xofs. = p (X)) > p (Xp) f.s. (Monotonie);
(ii) Fir K € #,(2,R) gilt p;(X +K) = p;(X) + K f.s. (Translationsinvari-
anz).

Definition 2.16. Ein dynamisches RisikomaB (), (o, .. ) heiBt kohdirent, falls gilt:

() pi(KX) = Kp,(X) fs. fiir alle K € .#,(Q,R) mit K > 0 fs. und KX €
My(2,R)  (Homogenitit);
(i) pr (X1 +X2) < py (X1) +p, (%) £5. (Subadditivitit).

Diese Definitionen sind analog zu Definition 2.7. Die Abbildung p; ist das zum
Zeitpunkt ¢ berechnete RisikomaB, bezogen auf den Zeithorizont |¢,n[. Da p, auf
der Information iiber den Risikoverlauf bis zum Zeitpunkt ¢ basiert, ist p; keine
reellwertige, sondern eine .#; (22, R)-wertige Abbildung. Aus dem gleichen Grund
wird K als Element von .#; (2, R) vorausgesetzt.

Anmerkung 2.10. In der Literatur wird hiufig .7 (Q,R) = L*(Q,.%;) vorausgesetzt
(siehe z.B. [46]).

In Abschnitt 2.4.3 werden wir dynamische Risikomale auf filtrierten Produkt-
okonomien untersuchen und dabei die Produktstruktur explizit ausnutzen. Dies wird
uns zu dynamischen Risikomaflen mit praxisrelevanten Eigenschaften fiihren. In
Abschnitt 2.4.4 beschreiben wir einen alternativen Zugang fiir allgemeine Filtra-
tionen, der in der mathematischen Literatur favorisiert wird. Wir werden allerdings
sehen, dass dieser alternative Zugang aus praktischer Sicht problematisch ist. Ab-
schnitt 2.4.4 kann daher von Lesern, die primér an Anwendungen interessiert sind,
ibersprungen werden.

2.4.3 Dynamische Risikomafe auf filtrierten Produktokonomien.

Es sei (22, (.%),cr,P) eine filtrierte Produktkonomie und p: .#(2,R) — R ein
RisikomaB. Ist p ,hinreichend generisch®, so kann es auf natiirliche Weise ,,punkt-
weise” auf die Fasern F;(w) C Q iibertragen werden, wobei das Wahrscheinlich-
keitsmaB P, anstelle von P benutzt wird. Dies liefert fiir jede Faser F;(®) ein
RisikomaB p;(®): .# (F;(®),R) — R. Da die ¢-Faser durch @ € F,(®w) gerade
F,(®) = F;() ist, wiirde man ferner erwarten, dass p,(®) = p,(®) gilt. Es liegt
also nahe zu vermuten, dass (@,X) — p;(®)(X (o, ) ein dynamisches Risikomaf}
definiert. In Theorem 2.6 wird diese allgemeine Konstruktionsidee fiir den Value at
Risk und in Theorem 2.7 fiir den Expected Shortfall durchgefiihrt.

Definition 2.17. Es sei (Q, (F)set ,P) eine filtrierte Produktokonomie, o €]0,1]
und .#;(2,R) der Raum der .%;-messbaren Funktionen. Die durch ¢ € T parame-
trisierte Familie von Abbildungen
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VaRg ;: A4,(2,R) — 4 (2,R), X+ VaRgy,(X)
mit
VaRe, (X) gf, = inf {x € R: Pyy (X (0, ) <x) > o}
heiB3t dynamischer Value at Risk.

Theorem 2.6. Der dynamische Value at Risk ist ein dynamisches Risikomaf3.

Beweis. Fiir jedes m € £ ist VaRy; gerade der gewdhnliche Value at Risk fiir den
Wahrscheinlichkeitsraum (F,(.Q),Pwﬁ). Weil sich die Ungleichung X > Y trivialer

Weise auf die Einschriankung auf Teilmengen iibertrigt, tibertrigt sich die Monoto-
nie des Value at Risk punktweise fiir jedes of € Qf auf VaR,.
Da .#;-messbare Funktionen auf den Mengen

{op} xQpCQ

konstant sind, liefert das gleiche punktweise Argument auch die Translationsinvari-
anz.

Es verbleibt, die .%;-Messbarkeit von VaR ;(X) nachzuweisen. Wir nehmen zu-
nédchst an, dass X nach unten beschrinkt ist. Dann gibt es eine steigende Folge
{Xi }ren einfacher Funktion mit limsup,_, .. X; = limg .. X; = X. Da X; messbar
ist und nur endlich viele Werte annimmt, ist die Abbildung @ — VaRg, (Xk)‘ o
ebenfalls messbar. Aufgrund der Monotonie von VaR ist {VaRg(Xi)}, oy €ine
steigende Folge messbarer, einfacher Funktionen, weshalb auch

lim VaR,, (X,)
messbar ist. Wegen X;. < X und der Monotonie gilt

Jim VaR,,, (X¢) < VaRg,(X).
—yo0

Angenommen, es gibe ein € > 0 mit limg_,. VaR,,, (Xz) < VaRq,(X) — €. Weil
X eine steigende Folge ist, gilt dann VaR , (Xi) < VaRg,(X) — € fiir alle k. Dies
impliziert

Py (Xi (@, ) < VaRa,(X) —€/2) > @

fiir alle k. Da X gegen X konvergiert, folgt Py (X (0, ) < VaRq(X) —€/2) > o
im Widerspruch zur Definition von VaRg ;.

Ist X nicht nach unten beschrinkt, so sei X; = max(X,—k). {Xk} ey 1st eine
fallende Folge von nach unten beschrinkten, messbaren Funktionen, die punktweise
gegen X konvergiert. Daher ist limy ., VaR¢ (X)) messbar und es gilt

lim VaRaJ (Xk) 2 VaRa’t (X) .

k—yoo

Giibe es ein € > 0 mit liminfy_,., VaRg ((Xi) > VaRg, (X) + €, so gilte
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Py (xk (@, ) < VaRey(X) +£/2) <a
fiir alle k und wegen der Konvergenz von X;

Py (x (@, -) < VaRas (X);0r +e/z) <a

im Widerspruch zur Definition von VaRg ;. 0

Definition 2.18. Es sci (Q,(.%),c1,P) cine filtrierte Produktdkonomie, o €]0, 1]
und .#;(2,R) der Raum der integrierbaren, .%;-messbaren Funktionen. Die durch
t € T parametrisierte Familie von Abbildungen

ESq: M,(2,R) = Mi(F,R), X ESq,(X)

1
ESa(X) oy = 7= FPu (X (h, ) 1X(a)ﬁ,~),VaRa_,(X)wﬁ7a)
heiBt dynamischer Expected Shortfall, wobei 1y , o definiert ist wie in Lemma 2.5.

Theorem 2.7. Der dynamische Expected Shortfall ist ein kohdrentes, dynamisches
Risikomal3.

Beweis. Fiir jedes @ € Q ist ESy; der gewdhnliche Expected Shortfall auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ft(a)),P%). Daher iibertragen sich Monotonie und
Subadditivitit direkt auf ESy ;(X). Da .%;-messbare Funktionen auf den Mengen

{op} x QpC Q

konstant sind, liefert das gleiche punktweise Argument auch die Translationsinvari-
anz und die Homogenitit.

Um die .%;-Messbarkeit von ESq,(X) nachzuweisen, nehmen wir zundchst an,
dass X nach unten beschrinkt ist. Dann gibt es eine steigende Folge {X; }ren ein-
facher Funktionen mit limy_,., X = X fast tiberall. Da X; und VaR , (X;) messbar
sind und nur endlich viele Werte annehmen, ist fiir jedes w € m; (@) die Abbildung

wltS = le (a)ﬁ,w) VaRg s (X)), 0

und daher auch
g — Esa,t(xk)\wﬁ

Z;-messbar. Aufgrund der Monotonie von ESy; ist {ESq (Xi)},y eine steigende
Folge messbarer, einfacher Funktionen, weshalb auch

Ji ) 15, (g, ) v p (0. ) duf
limsupES (X;) = limsup (@h) "X (@f,- ) VaRa, (Xp) @

, =ESq(X)
k—so0 k—soo (1-a) jl’,(a)l’;)p(a)l%7 ) d[.li; !

messbar ist.
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Ist X nicht nach unten unbeschrinkt, so konnen wir die Folge
Xy = {max(X, —k) ben

betrachten. Wir haben gerade gesehen, dass ESq (Xk) fuir jedes k messbar ist. Also
ist auch

~ oot I fon ) s o1y (@ ) it
liminf ES g (%) = liminf — ) % (0h) VoRe (max(¥X, 1)) 07 -
k300 k—300 (1 —a)fﬁ(wﬁ)p(a)B, -) dug
:ESaJ (X)

messbar. O

Es ist denkbar, dass ein schlecht gewihltes dynamisches Risikomal} im Zeitver-
lauf zu widerspriichlichen Risikoeinschitzungen fiihren konnte. In der folgenden
Definition formalisieren wir daher eine Minimalforderung an dynamische Risiko-
male, die fiir in der Praxis benutzte Risikomafle nicht verletzt werden sollte.

Definition 2.19. Es sei (2, i) ein MaBraum, B C Q und f: Q — R eine Abbildung.
Das Essential Supremum von f iiber B ist durch

esssupg(f) =inf{a € R: u({x: f(x) >a}NB)=0} €R
und das Essential Infimum von f iiber B durch

essinfg(f) =sup{a € R: u({x: f(x) <a}NB)=0} R

definiert.

Definition 2.20. Es sei (.%;),cT eine Produktfiltration auf Q = [T;_, €. Ein dyna-
misches RisikomaB (p; ;e ist zeitkonsistent, falls es fiir jede Zufallsvariable X, fast
jedes @ € Q2 und jede .%;|-messbare Teilmenge B C F;(®) mit Py (B) > 0und

essinfg (p;4+1(X)) > pt(X)\w

eine .%;+| -messbare Teilmenge C C F;(®) mit Py (C) > 0und

esssupc (Pr+1(X)) < pr (X))o
gibt.
p: sei ein zeitkonsistentes, dynamisches Risikomal und p; (X)|, = K. Wenn zum
Zeitpunkt ¢ die Wahrscheinlichkeit groBer als O ist, dass p;11(X) |, > K gilt, also Ka-

pital nachgeschossen werden muss, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass p,41 (X )|w <
K gilt, also Kapital frei wird, auch groBer als 0.

Definition 2.21. Es sei (.%;),cT eine Produktfiltration auf Q = [];_, £,. Ein dyna-
misches Risikomall p; ist schwach zeitkonsistent, falls fiir fast jedes @ und jedes
Paar (X,1)
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essinfy, (o) (Pr+1(X)) < pr(X) 0
gilt.

Anmerkung 2.11. Empirisch kann zwischen Zeitkonsistenz und schwacher Zeitkon-
sistenz nicht unterschieden werden. Denn falls p, schwach zeitkonsistent und X eine
gegebene Zufallsvariable ist, geniigt eine beliebig kleine Anderung von X, um die
Zeitkonsistenzbedingung fiir X zu erfiillen.

Korollar 2.3. Zeitkonsistenz impliziert schwache Zeitkonsistenz.

Angenommen, ein Unternehmen benutzt zur Kapitalbestimmung ein dynami-
sches Risikomal p;, das zum Zeitpunkt 7 die schwache Zeitkonsistenz verletzt. Das
Unternehmen stellt dann zum Zeitpunkt 7 das ausreichende Kapital p¢(X). Mit der
Wahrscheinlichkeit 1 muss es aber eine Periode spiter Kapital nachschie3en, ob-
wohl in der Zwischenzeit keine Cashflows geflossen sind. Schlechteres Risikoma-
nagement ist kaum vorstellbar. Aus diesem Grund wird man von jedem in der Praxis
benutzten dynamischen Risikomal} fordern wollen, dass es zeitkonsistent ist.

Anmerkung 2.12. In der Literatur wird der Begriff ,,zeitkonsistent™ oft benutzt, um
eine andere Bedingung, in der zwei Zufallsvariablen miteinander verglichen wer-
den, auszudriicken (siehe Definition 2.23). Wir werden jedoch in Abschnitt 2.4.4
sehen, dass die Bedingung in Definition 2.23 fiir das praktische Risikomanagement
weniger geeignet ist, als Zeitkonsistenz zu fordern.

Fi(u)

Abb. 2.7 Illustration zu De-
finition 2.20. Wir betrachten
den Raum Q =]0, 1[3, wobei
P das Lebesque-Mal ist und
schreiben @ = (u,v,w). Der
Wert p; (u) ist auf Fj (u) kon-
stant und liegt zwischen den
Werten des Risikomafes p
auf B und bzw. C.
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Anmerkung 2.13. Man beachte, dass Definitionen 2.20 und 2.21 nicht zeitsymme-
trisch sind. Dies hat gute Griinde, denn das Risiko sollte sich verringern, wenn sich
der Zeithorizont verkleinert, da in einem kiirzeren Zeitraum weniger Schiden auf-
treten konnen.

Beispiel 2.8. Es sei 2 =]0,1[x]0, 1[, P das Lebesgue-MaB auf Q und o €]0, 1[. Die
Zufallsvariable X sei durch

2 fallso < (1—0)/2

X(w):{ allson < (1-a)/2,
1 sonst

definiert. Dann gilt VaR g o(X )|, = 1 fiir alle @ € Q aber

2 fallsa; < (1—a)/2,
VaRg ((X) g = { (1-a)/
1 sonst.
Dies zeigt, dass der dynamische Value at Risk nicht zeitkonsistent ist.

Theorem 2.8. Es sei (2,(.%;),c1,P) eine filtrierte Produktokonomie. Dann ist der
auf (Q, (F)er ,P) definierte dynamische Value at Risk schwach zeitkonsistent.

Beweis. Essei w € Q. Firt € {0,...,n— 1} setzen wir
G— {(Z) € F(@): X(®) > VaRg 41 (X) g1 }
Es sei @ € F;(®). Lemma 2.1 impliziert

Py (x(cb,’;H-) < VaRa,,+1(X)‘%+l) ~a,

da VaRy 1 (X )‘ @y gerade der gewohnliche Value at Risk fiir die Zufallsvariable
X(@5™,-) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum <F,+1 (®),P d)?l) ist. Es folgt

I— o <Py (X (@t!,) > VaRg11(X))

fg{;l lgp(@g™, )dugt!

Joge P(@5 T dug

fiir jedes @ € F;(®). Damit erhalten wir
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Pu(G) [ p(ohJah= [ 1op(oh ) dup

F (@

— 1 I’. d l+1d
/QM/Q’F“ op (@ ) dug" diy
> p(eh) i dus

'QH—I QF
= l—a/ L) duk.
( )E(w>p(a>s ) dug

Also gilt Py (G) > 1 —aund X(@) > essinff, | (@) (VaRg,+1(X)) fiir fast alle & €
G. Dies impliziert VaRg (X )| > essinfy, o) (VaReq 41(X)). O

Theorem 2.9. Es sei (2,(.%;),c1,P) eine filtrierte Produktokonomie. Dann ist der
auf (Q, (F)er ,P) definierte dynamische Expected Shortfall zeitkonsistent.

Beweis. Essei @ € Q und u = m;(®). Wir nehmen an, dass es eine Zufallsvariable
X und eine %, -messbare Teilmenge B C F;(®) mit Pwﬁ (B) > 0und

essinfp (ESe 11(X)) > ESq (X))o
gibt. Wenn es keine .4 -messbare Menge C C F;(®) mit Py (C) > 0und
esssupc (ESq+1(X)) <ESas (X))o
gibt, dann gilt fiir fast alle v € @,
ESqr+1(X) () = ESee (X)) - 2.7

Es geniigt also, Ungleichung (2.7) zu einem Widerspruch zu fiihren.
Wir nehmen an, dass (2.7) gilt und setzen

G={® € F(0): X() > VaRus1(X) 5 () }+
H= {w € F(0): X(®) = VaRg,+1 (X)mmc&)}
sowie

B: Q1 —[0,1],
1-a—P,,)(GNF (w))
V= ﬁ (v) = P(u,v) (HNF (0))
0 sonst.

falls P('L,V) (HNF(w)) >0,

Man beachte, dass aufgrund der (7 + 1)-faserweisen Definition von G und H im
allgemeinen G # {X > VaRy,(X)} und H # {X(®) = VaRy,(X)} gilt.
Wegen Lemma 2.5 gilt fiir v € @,
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(1= ) ESess1(X) () =/ X (Ig+B(v)1n) dP,,)

Frpa (uy)
= szH(W)Xled‘uFl me(u-,V)Xﬁ(v) 1deu£~+]
S () Pl Jri 1y P

Da wir Ungleichung (2.7) annehmen, auf der Menge B C F;(®) sogar die strikte
Ungleichung gilt, und B keine P,-Nullmenge ist, erhalten wir durch Integration iiber
v die Ungleichung

(l—a)ESa,r(X)w/ pdu%</ X 1gpdug
Fi(u) Fi(u)

+ B X g pdugtdu
Qp1 JFpa(u,)

_ </ XdPu—i-/ BXdPu> / pdub.  (2.8)
G JH JF(u)

Aus
BO) [ wpdt =) [ et = [ gpdug
JE ) ¥ Bl IR ¥

folgt

/ B / aldﬂFldIv‘tH =(1- 0‘)/ / Pdﬂ{?HdNtH
Q4 Fr(u,-) Q1 JFipy (u,-)

—/ / lg pdug™du,
Q1 S (u,-)

—(1-o) [ paup— [ 1opdup
Fi(u) Fi(u)
und somit [;dP, + [, BdP, =1— . Es sei

V= {w € F(0): X(0) > VaRa,,(X)‘u},

Jev BdPy

1 Doy LB s fy BdP, >0
C =
0 sonst.

Dann gilt

1—a:/dPu—|—/[5’dPu
G H
:/dPquc/ BdPqu/ dp,
G H\V HOV

_ P, + / dP, +c / BdP,. (2.9)
(GUH)V G\V H\V
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Wir zeigen jetzt, dass aulerdem

/BXdPu gc/ ﬁXdPu—i-/ XdP, (2.10)
H H\V HAV

gilt. Aus infgepny X (@) > supgepy X (@) und 0 < < 1 folgt

XdPuz/ <~inf X(d))(l—ﬁ)+[3x> dP,
HNV HNV \OeHNV
> sup X(®) (/ (IB)dPu)Jr BXdP,
DEH\V HAV HAV

und somit

/anﬁXdPu/H\vﬁdPuS/IvadPM/H\VﬁdPM
- s x0) ([ a-pan) [ g

< XdP, / BdpP,
JHNV H\V

- [ Bxap, [ (1-p)aP,.

H\V

Damit folgt

/H[BXdPu /H\VBdPu:/H\VﬁXdPM/H\VBdPM+/HWBXdPu/H\VBdPu
< H\VﬁXdPu</H\V[3dPM (/Imv(lﬁ)dPu>)
+ /H  XaP, /H B,

— [ papr, (c/ ﬁXdPqu/ XdPu>,
H\V H\V HOV

was Ungleichung (2.10) impliziert.
Da H und G disjunkt sind, folgt aus den Ungleichungen (2.8) und (2.10)
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(1 - @) ESq, (X)), < /

XdPu+c/ BXdP,
GU(HNV) JH\V

- XdPu+/ XdPu+c/ BXdP,
(GUH)NV G\V H\V

< / XdP, + inf X(®) (/ dPu+c/ ﬁdPu)
J(GUH)NV eV JG\V JH\V
(:)/ XdP, + inf X(®) (1 —a—/ dPM>
(GUH)NV oV (GUH)NV

()
< /XdPu—l—VaRW(X)‘u (l—a—/dPu)
\% \%4

(§> (1 - a)ESaJ (X)\ua

wobei wir auBerdem in (x) Gleichung (2.9) und in (*x) die Definition der Menge V
benutzt haben. Dies ist ein Widerspruch, so dass unsere Annahme

ES(LH—I (X)K“»V) > ES(ZJ (X)\u fiir fast alle v € ;1
falsch sein muss. 0

Damit sind sowohl der dynamische Value at Risk als auch der dynamische Ex-
pected Shortfall gute Kandidaten fiir das mehrperiodische Risikomanagement.

2.4.4 Eine Klasse dynamischer Risikomafie auf allgemeinen
Filtrationen

In der einschldgigen Literatur wird eine andere Klasse dynamischer Risikomalie
studiert, die auf allgemeinen Filtrationen auf elegante Weise definierbar ist. Propo-
sition 2.9 liefert das Konstruktionsverfahren fiir diese Klasse. Beispiel 2.9 liefert
aus unserer Sicht einen Grund, warum diese Konstruktion trotz ihrer Eleganz fiir
das praktische Risikomanagement kaum geeignet ist.

Fiir Proposition 2.9 benétigen wir eine Modifikation des (punktweisen) Supre-
mums iiber eine Menge von Funktionen fiir Wahrscheinlichkeitsrdume.

Definition 2.22. Es sei (2,.27, i) ein MaBraum und .7 C #(Q,R) eine Teilmenge
messbarer Funktionen. Dann ist das Essential Supremum

esssup () € B(Q,R)

durch die folgenden Eigenschaften bestimmt:
(i) Es gilt esssup(.¥’) > f f.s. fiir jedes f € .7.

(ii) Erfillt g € B(Q,R) die Ungleichung g > f f.s fiir jedes f € .7, so folgt
g >esssup(.¥) f.s.
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Man beachte, dass esssup(.¥) auf einer Menge mit echt positivem Maf den Wert
oo annehmen kann.

Anmerkung 2.14. Es gilt esssup{f} = f. Daher reduziert sich diese Definition fiir
einelementige Mengen von Funktionen nicht auf Definition 2.19.

Lemma 2.14. Es sei (2,47 ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und . C %(Q,R),
& # 0. Dann existiert esssup(”) € ZB(2,R).

Beweis. Es sei
S = {a) + max {g(w)} : S C .7 ist eine endliche Menge}
g€

die Menge der punktweisen Maxima aller endlichen Teilmengen von . und

-7 falls x = —oo,
0(x) = ¢ arctan(x) falls — oo < x < oo,
z falls x = oo.

Da P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist und fiir jede messbare Funktion g die Kom-
position 6 o g beschrinkt und messbar ist, existiert [, |6 o g|dP. Damit ist 8 o g
integrierbar und

a:sup{/ eogdP:geﬁ}eR
Q

ist wohldefiniert. Es sei {g };cy C -7 eine Folge mit

k—yoo

lim/ Oog,dP = .
Q

Da wir fiir jedes k die Funktion g; durch max{gy,...,gx} ersetzen kénnen, kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass g > g fiir jedes k € N gilt. Da somit die Folge
{8k }rew wachsend ist, gilt fiir f(®) = sup;cy gx(®) und jedes @ € Q

f(w) =limgi(w) € R.

f ist als Supremum messbarer Funktionen ebenfalls messbar, weshalb [, 6 o fdP
wohldefiniert ist. Da 6 beschrinkt ist, folgt aus dem Theorem der majorisierten
Konvergenz und der Stetigkeit von 0

azlim/ Oogde:/ limOogde:/ Golimgde:/ 8o fdP.
Q Q k—oo Q koo Q

k—ro0
Es sei g €.7. Damax(gy, g) € .7 fiir jedes k € N und
max{f,g} = max{lim g, g} = lim max{g,g}
k—yoo k—so0

gilt, folgt
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/ Gomax{f,g}dP:/ lim 6 o max{g;,g}dP = lim/ 0 omax{g,g}dP < a.
Q Q k—roo k—oo JOQ

Also ist das Integral iiber 6 o f — 6 o max{ f, g} nicht-negativ. Aufgrund der Mono-
tonie von 6 ist andererseits 8 omax{ f, g} — 6 o f nicht-negativ. Dies ist nur moglich,
wenn @ omax{f,g} = 0o f f.s. gilt. Es folgt f > g fs.

Es sei nun g € #(Q2,R) eine messbare Funktion, die die Ungleichung g > h
f.s fiir jedes h € .7 erfiillt. Fiir jedes k € N gilt dann offenbar g > g;. Es folgt
g > supyen &k = f und damit f = esssup (.). O

Der Expected Shortfall einer Zufallsvariable X ldsst sich als Supremum der Er-
wartungswerte von X bzgl. einer Klasse von Wahrscheinlichkeitsmaflen darstellen
(Proposition 2.3). Die folgende Proposition zeigt, dass diese Art der Darstellung in
natiirlicher Weise zu kohédrenten Risikomafen fiihrt.

Proposition 2.8. Es sei # eine Teilmenge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2,47 ,P) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes X € A (Q,R) und jedes Q € W existiert Eg(X).
(it) Q K Pfiiralle Q e W'

Dann ist durch /
p” (X) = sup {Eq (X)}
Qe
ein kohdrentes Risikomaf} definiert.

Wir werden Proposition 2.8 in Anschluss an Proposition 2.9 als eine elementare
Folgerung beweisen.

Wenn man als .#,(22,R) den Raum der fast iiberall beschrinkten messbaren
Funktionen wihlt, kann man zeigen, dass eine groBe Klasse von kohirenten Ri-
sikomaBen iiber Proposition 2.8 dargestellt werden kann [15, Theorem 3.2]. Dies
motiviert, kohédrente dynamische Risikomaf3e ebenfalls iiber diese Darstellung zu
konstruieren.

Proposition 2.9. (2,7, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F1),c1o,_qy Sei
eine Filtration mit F, = of. Fiirt € {0,...,n} sei #;(2,R) der Vektorraum der
f-s. beschrinkten, F;-messbaren Funktionen. W sei eine Menge von Wahrschein-
lichkeitsmafien auf €.

Dann ist die Familie von Abbildungen

p/ : M(QR) = M(QR), X p/ (X)=esssupgeyEq (X | .F)
ein kohdrentes, dynamisches Risikomay.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass p,yf/ ein dynamisches Risikoma@ ist.
Aufgrund von Lemma 2.14 existiert die Abbildung p,(X) und ist .%;-messbar.
Da X fast iiberall beschrénkt ist, gilt p;(X)|, € R f.s.
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Monotonie: Es gelte X| > X, f.s. Dann gilt fiir jedes Q € # die Ungleichung
Eq (X1) > Eq (X2). Da die Beziehung ,,>* beim Ubergang zum Supremum erhalten
bleibt, folgt die Monotonie von p,”".

Translationsinvarianz: Seien K € ./#,(Q2,R) und Q € #'. Da K .%;-messbar ist,
gilt

EQ(X—FK‘ %) ZEQ(X | %)—FK
Der Ubergang zum Supremum fiihrt daher zu p” (X +K) = p” (X) + K.

Homogenitdt: Es sei K € #;(2,R) mit K > 0 f.s. und KX € .#,(2,R). Fir

Q e gilt dann
Eq (KX | 7)) = KEq (X | 7:)

und daher

p/" (KX)= sup {KEq(X) | #} = K sup {Eq (X | )} =Kp,” (X),
Qe Qe

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen K > 0 benutzt haben.
Subadditivitit: Fir X1,X, € A, (Q,R) gilt

sup {Eq (X1 +X2 | #;)} = sup {Eq (X1 | %) +Eq (X2 | %)}
Qew Qe
< sup {Eq (X1 | %)} + sup {Eq (X2 | Z)}.
Qew Qew

O

Beweis von Proposition 2.8. Wir wenden Proposition 2.9 firn =1, 7| = &/, %y =
{0,Q} an. Dann gilt p}/ (X ) = ess supgey Eq (X | F0) =supgey Eq (X) = p” (X)
und aus der Definition eines kohirenten dynamischen Risikomafles folgt unmittel-
bar, dass pg ein kohidrentes Risikomal ist. O

Es wire mathematisch sehr naheliegend, den Expected Shortfall mittels Propo-
sition 2.9 fiir eine gegebene Filtration zu einem dynamischen Risikomaf} auszudeh-
nen. In der Tat wird dieser Weg in der Literatur beschritten (siehe z.B. [46, Example
25]). Leider ist diese Erweiterung fiir praktische Anwendungen wenig geeignet, da
das erweiterte Risikomall den Charakter des Expected Shortfall verliert (siche Bei-
spiel 2.9).

Beispiel 2.9. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum
(22,P) = (]0,1[x]0,1[,dw),

wobei 2 mit der Borel-Algebra 4(]0, 1[x]0, 1[) ausgestattet und dP = dw;dw, das
Lebesgue Mah auf dem R? sei. Wir wiihlen die Produktfiltration

Fo=1{0,Q}, 71 = {Ax]0,1[: A € #(0,1))}, > = #(]0,1[x]0,1])

Fiir a €]0, 1[sei
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d 1
Wy = {Q: Q ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Q < P und d—g < la} .

Dann gilt nach Propostion 2.3 pgy * =ESy und p,% ist das durch Proposition 2.9
aus dem Expected Shortfall gewonnene kohédrente dynamische Risikomal.
Fiir p €]0, 1] seien

1
Au:{a):0<w1<47O<w2<2(1—u)(1—a)},

3
B,J:{co: 4<w1<170<w2<2(1—u)(1—a)},
Cu={o:1-pt+pa<m<l1}

(siche Abbildung (2.8)). Nach Konstruktion gilt Ay NBy =B, NCy =CyNA, =0
sowie

1
P(A ):P(BH):E(I_:u)(l_a)a P(CN):.LL(I*(X),
so dass P (A” UBy UCH) = 1 — o gilt. Damit ist das durch die Dichte

dQH B IALL +13#+1cﬂ
P 11—

definierte Mall Q, ein WahrscheinlichkeitsmaB und erfiillt die Ungleichung
4 1
dP ~ 1-«a

Es gilt Q. € # und daher fiir alle beschrinkten Zufallsvariablen X die Unglei-
chung "///
Bo, (X [ #) < p*(X).

Wir betrachten nun eine Zufallsvariable
X: QR (0, )~ E(w),

wobei & nur von @, abhingt und monoton wachsend ist. Fiir @; €] %, %[ gilt dann
wegen Proposition 2.7

: Q
L& (@) S (o1, 07) doy
EQu(X | 1) 0 = 2= g,
Io a9 (@1, 0) dan
_ ﬁfllfu(lfa)é(wz)dwz
ﬁ fll—/,t(lfa) dan

1 pn(l-oa)
:7“(1_05)/0 E(1—x)dx
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und somit

lim Eq, (X | 71) 0, :)ljg(])é(] —x)= sup &(w)= sup X(m).

#=0 @ €]0,1] A1)
Es sei nun o; €]0, [U]2, [ und
~ 1 ~ 1

Wir kénnen die gleiche Analyse mit dem durch

dQu 1z, +15, +1c,
P -«

gegebenen Risikomalf} Qu wiederholen und erhalten

limEg (X |.Z1)10, = sup X(®
Jim, o X 171w, :,‘;g“

fiir alle @; €]0, 3[U]3, 1[. Wegen pl% (X) < supyeq X (o) folgt also pl%‘(X) =
Sup,co X () fast sicher. Damit hat das dynamische RisikomaB zum Zeitpunkt 1
den Charakter des Expected Shortfalls vollstindig verloren. Dieses Risikomal ist
natiirlich fiir das Risikomanagement zur Zeit r = 1 vollkommen ungeeignet. Ist &
nicht fast sicher konstant, so folgt auSerdem die Existenz eines ¢ > 0, so dass

p(;W“(X)+c<pf/“(X) f.s.

gilt. Das Risikomalf} p;// * ist nicht schwach zeitkonsistent und somit auch nicht zeit-
konsistent.

Man beachte, dass dieses Beispiel zwar einfach, aber vollig unpathologisch ist:
Der springende Punkt unseres Beispiels liegt darin, dass wir fiir jedes @ € Q ein
Wabhrscheinlichkeitsmall Q € # finden konnen, das auf F; (@) nur in einer kleinen
Umgebung des Supremums von X nicht verschwindet. Da F; (@) beziiglich P eine
Nullmenge ist, haben wir auf Q \ F; (@) geniigend Platz, um das MaB Q so fortzuset-
zen, dass Q € ¥, gilt. Es folgt p/*(X) = SUPger ()1 X (@) }. Diese Konstruktion
lasst sich fiir nahezu jedes praktische Beispiel durchfiihren.

In der Literatur wird hiufig der Schluss gezogen, dass man bei Verwendung
des Expected Shortfalls in einem dynamischen Kontext sehr vorsichtig sein muss
bzw. dass der Expected Shortfall in einem dynamischen Kontext nicht geeignet ist
(siehe zum Beispiel [4, Section 5.3], [46, Example 25]). Die Autoren beschrin-
ken sich auf eine Unterklasse dynamischer Risikomale, die zusétzliche axiomatisch
eingefiihrte Bedingungen zur zeitlichen Konsistenz erfiillen. Ein typisches Beispiel
einer solchen Bedingung ist die folgende Bedingung (siehe [45, 46]).

Definition 2.23. Ein dynamisches Risikomal p; heilit vergleichskonsistent, falls fiir
alle Zufallsvariablen X,Y € .Z(Q2,R)
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)
1
Cu
I—u(l—a) ;
a —
2(1-p)(1-a)
. . Ay By
Abb. 2.8 Die Konstruktion
des Mafles Q in Beispiel 2.9.
Der Triger der Zufallsvariab- 0 I
len ist durch ein Punktmuster 0 1 1 3 1 o
gekennzeichnet. 4 2 4
Pri1(X) 2 pri1(Y) £5. = pi(X) = py(Y) fs.
gilt.

Anmerkung 2.15. In [45, 46] wird von ,,zeitkonsistent* anstelle von ,,vergleichskon-
sistent gesprochen. Wir sind jedoch der Ansicht, dass die Konsistenzbedingung in
Definition 2.23 nicht plausibel ist. Da das RisikomaBl zu Beginn der Periode ¢ keine
vollstindige Beschreibung der zukiinftigen Cashflows darstellt, ist es moglich dass
aufgrund neuer Information zu Beginn der Periode ¢ + 1 das Risiko einer Zufalls-
grofle X groBer als das mit Y verbundene Risiko sein kann, selbst wenn die Relation
in der vorigen Periode umgekehrt war. Beispiel 2.10 zeigt, wie dieser Informations-
gewinn zu einer Verletzung der Vergleichskonsistenz fiithren kann.

Daher mochten wir den Begriff ,,zeitkonsistent™ fiir die in Definition 2.20 gege-
bene Variante reservieren.

Der Expected Shortfall hat Eigenschaften, die sich im Risikomanagement im
einperiodischen Fall bewihrt haben. Dass der mit Hilfe von Proposition 2.9 aus-
gedehnte Expected Shortfall seinen Charakter grundlegend @ndert, wenn man die
Periode in mehrere Teilperioden aufteilt, ist nicht dem Expected Shortfall, sondern
der speziellen Konstruktion zur Erweiterung anzulasten. In der Tat ist die in Defi-
nition 2.18 gegebeneVerallgemeinerung des Expected Shortfall zeitkonsistent und
behilt ihren Charakter mit fortschreitender Zeit.

Bei einem dynamischen RisikomaB der Form p,” (X) = ess supgey Eq (X | F1)
héngt die definierende Menge 7 nicht von der Zeit ¢ ab. Es ist daher schwierig,
iber diese Konstruktion den mit fortschreitender Zeit entstehenden Informations-
gewinn iiber die Risikolage zu beschreiben. Dies scheint das Hauptproblem dieser
Konstruktion zu sein und ist unabhéngig von der Wahl des speziellen Risikomalies
,Expected Shortfall.

Das folgende Beispiel zeigt, dass der dynamische Expected Shortfall zwar zeit-
konsistent, aber nicht vergleichskonsistent ist.
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P X Y
5 20 0
o 16 0
00 0 16
= 0 18
2 10 0
X 12 0
20 0 10
o 0 13

t=0 t=1 t=2

Abb. 2.9 Verletzung der Vergleichskonsistenz durch den Expected Shortfall.

Beispiel 2.10. Abbildung 2.9 zeigt ein Beispiel, in dem die Vergleichskonsistenz fiir
den dynamischen Expected Shortfall ESgg¢, ; verletzt ist. Man beachte, dass dieses
diskrete Beispiel iiber eine auf einer Borelalgebra basierenden filtrierten Produkt-
okonomie konstruiert werden kann (sieche Abbildung 2.4.4). Mit Lemma 2.5 erhal-
ten wir zum Zeitpunkt ¢ = 1 die folgenden Werte:

C20x5+16x15 340

ESs30%,1 (X)) 0 =55 =17
ESg0%,1(X)|(p) = % = %? =115,
ESs0%.1(Y)|v) = W = % =17,
ESgog,1(Y)(p) = W = % =115,

so dass die Werte des Risikomal3es zum Zeitpunkt 1 fiir X und Y tibereinstimmen.
Die Vergleichskonsistenz wiirde daher implizieren, dass dann auch



o 2 Risikomal
ESSO%,O(X)‘(V) - ESSO%,O(Y)l(V)

gilt. Die direkte Berechnung liefert jedoch fiir den Zeitpunkt r = 0

20x5+16x154+12x60+10x20 1260
ESs0%.,0(X)|(r) = 100 = To0 — 126

18x10+16x70+13x20 1560
ESs0%,0(Y) () = 100 = o0 — 156

Indem wir ¥ =Y — ¢ fiir ¢ €]0,3] setzen, erhalten wir die scheinbar stirkere
Aussage

ESgo%’o(?) > ESg()%p(X), aber ESgo¢, 1 ()7) < ESgoa,1 (X) f.s.

Wir interpretieren dieses Ergebnis dahingehend, dass das Portfolio ¥ gegeniiber dem
Portfolio X zur Zeit t = 1 an Kapitaleffizienz gewinnt. Die Vergleichskonsistenz ist
einfach deshalb verletzt, weil wir bei der Ermittlung von ESgy, o beide Zweige,
U und D, zu den 20% hochsten Verlusten beitragen, wihrend zum Zeitpunkt 1 die
Wahl der 20% hochsten Verluste auf jeweils einen der Zweige U bzw. D einge-
schréankt ist. Der relevante Informationsgewinn im Knoten U besteht somit darin,
dass die verlustbringenden Ereignisse in D nicht mehr eintreten konnen. Analog er-
hilt man im Knoten D die Information, dass die verlustbringenden Ereignisse in U
nicht mehr eintreffen konnen. Eine Konsistenzverletzung im umgangssprachlichen
Sinn sehen wir darin nicht.
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Abb. 2.10 Konstruktion des diskreten Beispiels 2.10 iiber eine Produktfiltration mit Q

]0, I[X]O., 1[ und P = % X lyyuuwuuduubupuupduDD- Die Filtration ist durch .%) = {@,.Q}, T
{A%]0,1[: A C [0, 1] ist Borel-messbar} und .%, = %(]0,1[x]0, 1]) gegeben.
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