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I Funktionen

2.1.4 Aufstellen von Geradengleichungen

Aufstellen von Geradengleichungen mithilfe der Hauptform

Beispiel

< Eine Gerade g hat die Steigung m = —% und verlauft durch den Punkt A (3]2).
Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden g.

L6sung

Ansatz fur die Geradengleichung: y=mx+b
Einsetzen von m = —%: y = —gx +b
Punktprobe mit A(3|2) 2= —%3 +b
Umformen nach b liefert: b= g
Geradengleichung: y = —gx + g
Beispiel

< Eine Gerade g verlduft durch den Punkt A(=1]|8) und ist parallel zur Geraden h mit
der Gleichung y = 6x + 3. Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g.

L6ésung

Ansatz fur die Geradengleichung: y=mx+b
Parallel heift gleiche Steigung: Mg =my=6
Einsetzen von m = 6: y=6x+b
Punktprobe mit A(-1|8) 8=6:(-1)+b
Umformen nach b liefert: b=14
Geradengleichung: y=6x+14
Beispiel

< Von den Herstellkosten ist bekannt: Die variablen Stiickkosten betragen
1,25 GE/ME und bei der Herstellung von 20 ME entstehen Kosten von 65 GE.
Bestimmen Sie die lineare Gesamtkostenfunktion.
(Mengeneinheit (ME); Geldeinheit (GE))

Losung

Ansatz fur die Geradengleichung: y=mx+b

Die variablen Stiickkosten entsprechen

der Steigung m =1,25: y=125x+b

P(20]65) liegt auf der Kostengeraden: 65=125-20+b = b=40

Gesamtkosten: y =K(x)=125x + 40
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Beispiel

< Eine Gerade g verlduft durch die Punkte A(3|-2) und B(1]0,5).
Bestimmen Sie die Geradengleichung.

Losung

a) Bestimmung der Steigung aus den Punk- y
ten A und B. Man wahlt N
AGB[=2) = Al]yy

B(110,5) = B(x|v2) ‘\Eﬁ
und berechnet die Steigung m: ] 1 4 X

_Y¥2=vi_05-(-2) _25 __ ! \
Mm=%-x~"1-3 =27 -2

E)

) A
Steigung der Geraden: m = —% 3 \

g

Ansatz fir die Gleichung von y=mx+b
Mit m:—% erhalt man: y=- %x+b
Punktprobe mit z.B. A(3|- 2) liefert b: -2=- %-3 +b
o<1
Hinweis: Die Punktprobe mit dem Punkt B (1| 0,5) liefert den gleichen Wert fir b.
Geradengleichung: y= —%x +%
Alternative
L6sung mithilfe eines linearen Gleichungssystems
Ansatz fur die Geradengleichung: y=mx+b
Punktprobe mit A(3|-2): -2=m-3+b
Punktprobe mit B(1|0,5): 05=m-1+b
Punktprobe ergibt: 3m+b=-2 Q)
m+b=0,5 )
Ldsung dieses linearen Gleichungssystems (LGS) mit dem Additionsverfahren:
Gleichung (1) mit (=1) multiplizieren: 3m+b=-2 [-(=1)
m+b=05
-3m-b=2
Addition m+b =05 :|+
ergibt eine Gleichung mit m: -2m =25
Auflésung nach m: m=-125
Einsetzenvon m=-125 inz.B. m+b=0,5 -125+b=0,5
ergibt: b=175
Geradengleichung: y=-125x +175
Hinweis: Die Geradengleichung kann auch mithilfe des WTR s
(lineare Regression) bestimmt werden. aﬁlﬁ@g E*EEER
lyadratickea
&lCubickeg

31
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Aufgaben

1

a)
b)
)

2

a)

a)
b)

Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden g.

g hat die Steigung m =-4,5 und verlauft durch A(0|-3).

g hat die Steigung m = 3 und verlauft durch A(1]1,5).

g verlduft durch A(=6|1) und ist parallel zur Geraden h mit der Gleichung y = —x + 2.

Die Gerade g verlauft durch die Punkte A und B.
Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden g.

A(0|-2); B(-1|-5) b) A(=3|-15); B[
Al2]3)8(3) @ Al-2[-3)8(-1[3]
Die Abbildung zeigt die Gerade h. y

Geben Sie die Gleichung von g an. 4 h

g ist eine Ursprungsgerade parallel zu h. 3/
Die Gerade g schneidet h auf der

x-Achse und geht durch A (4]-2). /

Bestimmen Sie die Gleichungen von zwei Geraden, die durch den Punkt A (3|-1) verlaufen.

Fiur eine lineare Funktion f gilt f(2) =-3 und f(0) = 5.
Bestimmen Sie einen Funktionsterm.
Berechnen Sie f(0,25); f(v2) und f ().

Die Gerade g verlduft durch die Punkte A(4]8) und B(1]|2). Die Gerade h verlauft parallel
zu g durch den Punkte P(=2 | 7). Bestimmen Sie die Gleichung von h.

Maike erreicht bei ihrem 100-m-Lauf nach

11 Sekunden die 75-m-Marke.

Nach 14,2 Sekunden lduft sie durch das Ziel.
Vergleichen Sie ihre Durchschnittsgeschwindigkeit
Uber 100 Meter mit der Uber die letzten 25 Meter.

Die Gesamtkosten fir eine Ausbringungs-

menge von 5ME betragen 255 GE, fur eine
Ausbringungsmenge von 1TME betragen sie 543 GE.
Berechnen Sie den Kostenzuwachs pro ME bei einer Produktionssteigerung von 5ME
auf 1TME.
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2.2.3 Quadratische Gleichungen und geometrische Interpretation

A) Lésung von quadratischen Gleichungen

Wurzelziehen

Nullprodukt

Beispiel: x2=9 Beispiel: x=-3)(x+5)=0
Wurzelziehen: Xq2 = +/9 Satz vom Nullprodukt: x—-3=0 oder x+5=0
Losung: X2 =+3 Losung: X1=3; x,=-5
Ausklammern abc-Formel
Beispiel: x2=-7x=0 Beispiel: x2-2x-8=0
. - - - 2 —
Ausklammern: x(x=7)=0 abc-Formel: X2 = bi\/ga 4dac
Satz vom Nullprodukt: x=0 V x=7=0 | it 321 p=-2
3 . -0 v = ' [=2)2-2a-1-(-
Losung: X1=0; xo=7 und c = -8: X2 = 2 +\( 2)2.14 1-(-8)
_2%V36 _2+6
Xlg= =2 =72
Ldsung: X1 = 2;6 =4
Xy = 2 - 6__5

Satz vom Nullprodukt:

Ein Produkt ist null, wenn mindestens ein Faktor null ist:
u'v=0 < u=0 Vv v=0 (,V" bedeutet ,oder")

ax2+c=0 (x+b)(x+c)=0
Umformung

X2 = —%

und

Wurzelziehen

Satz vom Nullprodukt

Eine quadratische Gleichung der Form

L

ax2+bx=0 ax2+bx+c=0

wird geldst durch:

Ausklammern abc-Formel

- 2 —
x@x+b)=0 X”z:bii Vtz)a4ac
und

Satz vom Nullprodukt

Hinweis: Zerlegung in Faktoren mithilfe der Binomischen Formeln.

X2+6x+9=0
(x+3)2=0
XHZ =-3

a)

x2-10x+25=0
(x=5)2=0
X2 =5

b)
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Aufgaben

g 1 Losen Sie die quadratische Gleichung nach x auf.
a) 2x2=0 b) $x2-3=0 €) x2-5x+4=0

Seite 167

d x2-4x=0 e) x2-2x+1=0 f) x-DG-x=0

2 Losen Sie die quadratische Gleichung.
1

a) 2x2+2x-24=0 b) 5x2+3x=5 c) 3—2x+%x2=0
d) x2+2x+6=-2x+1 e) -x2-15x=125 f) x-32-4=0
9) -3x2-5x+8=0 h) 2x2-4x+8=0 ) @x+52=2
) 2x2+x-5=0 K) x2-4x+1=4 ) 20@-5=0

3 Geben Sie die Diskriminante an.
a) x2-4x+3=0 b) 2x2-x+1=-4 0 $x2-1=0

4 Losen Sie die quadratische Gleichung nach x auf.

a) 8x2+3x=0 b) x2-x=0 0 %Xz%xz
2
d) ‘%X‘%XZZO e) %(x2—4x):0 f) %+%:o
_1.2 - X _y - : 2 -
q) g X +2x=0 h) 5 5x=0 i) tx—-txc=0; t#£0

5 Losen Sie ohne Formel.
a) x+4)x-5=0 b) 2x+7)(4x-1)=0 c) x2+8x+16=0
d) x2=14x-49 e) x+t)(x-2)=0 f) 3a@2x-x3=0; a0

6 Losen Sie die quadratische Gleichung ohne Formel.
a) (x-5)2=49 b) 3x+4)2=1 ) 9-(2x+5)2=0

d) %(x—2)2:12 e) %xzzx f) 4x@t+x=0

7 Die Gleichung x2 - -x+ 6 = 0 hat die Lésung x = 3.
Bestimmen Sie den Wert = und die weitere Lésung.

8 Ordnen Sie folgende Gleichung einem geeigneten Lésungsverfahren (Wurzelziehen,
Ausklammern, Formel) zu.
a) 7x2-6=0 b) x2+6x=0 0 3x2+4x=8

d) 3x=5x2 e) 9=2x2 f) x2+9=6x

9 Bestimmen Sie x in Abh&ngigkeit von a > 0.
a) ax2-4=0 b) %xz—a=0 c) x2-ax=0
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Beispiel

2 In einer Unternehmung I&sst sich die Gewinnfunktion darstellen durch die Funktion G
mit G(x) = -2x2+16x —24; x>0, xin ME, G(x) in GE.

a)
Skizzieren Sie die Gewinnkurve.
b) Wie grof3 ist der maximale Gewinn?

Losung

Geben Sie den Bereich an, in dem Gewinn erzielt wird.

a) Gewinn wird erzielt, wenn G(x) > 0. Die Ungleichung I&st man, indem man G(x) =0
setzt, d.h. man bestimmt die Nullstellen von G.

Nulistellen von G
Bedingung: G(x) =0

Ldsung der quadratischen Gleichung
mit der abc-Formel:

Mit a=1, b=-8 und c=12:

Nullstellen von G:

Skizze:

Die Gewinnkurve ist eine nach unten
gedffnete Parabel, da die Zahl vor x2
negativ ist (@ <0).

Schnittpunkte mit der x-Achse:

N1 (6]0); N2(2|0)

G(x)>0:

Ldsung durch Ablesen: 2<x<6

-2X2+16x-24=0
x2-8x+12=0

-b+Vb2-4ac

Xij2 = 23

8+ \(-8)2-4-112

Xq2 = 21

[:(-2)

8+\V16 _8+4
Xq2 = 2 =72

_8+4
Xy = >

=6; )(2:—2 =2

Gewinn in GE

10 S Maximater
G Gewinn

1 3 4 5 7 xinME
Gewinhschwelle Gewinngyenze

-10

Die Gewinnkurve verlauft oberhalb der x-Achse.
Die Unternehmung erzielt Gewinn flir 2 <x<#6.

b) Den maximalen Gewinn erhdlt man mithilfe des Scheitelpunkts.

Scheitelpunkt der Gewinnkurve

Der xg-Wert des Scheitelpunkts ist der

Mittelwert der Nullstellen von G.

ys-Wert des Scheitelpunkts:
Scheitelpunkt:
Der maximale Gewinn betragt 8 GE.

_XitXe _6+2 _

Xg = > > =4
ys=G(xs) =G(4)=8
S(418)
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2.2.5 Modellierung und anwendungsorientierte Aufgaben

Beispiel

< Viele Briickenbdgen haben die Form

einer Parabel, d.h., ihr Verlauf ldsst
sich durch eine quadratische Funktion
beschreiben. Der Bogen einer Briicke
ist ein Parabeltrager mit der Spannwei-
te | =30m und der grofiten Hohe

h = 6m. Berechnen Sie die Lange der 5
in gleichen Abstanden vertikal ange-
brachten Spannstéabe.

Losung

Reale Situation
Briickenbogen mit maximaler Hohe und Spannweite

Reales Modell (Vereinfachung)
Zur Vereinfachung nimmt man an, dass der Briickenbogen durch eine quadratische
Funktion beschrieben werden kann.

Mathematisches Modell VA
Parabelgleichung bzw. Funktionsterm
bestimmen. 6

Sinnvolle Wahl eines Koordinatensystems
Die Schnittpunkte mit der x-Achse

sind bekannt: N;(0|0); N,(30]0) 27
Ansatz: f(x) =ax(x - 30)

7

Die grépte Hohe wird in der Mitte
(vgl. Symmetrie) erreicht, also fir

5 10 15 20 25 30\

x =15.
Punktprobe ergibt: f(d5)=6
a-15-(-15)= 6
-_2
a=775
Funktionsterm F(0 = =& x(x - 30)

f(x) = —%xz +%x

Hinweis: Der Ansatz y = ax2+ bx + ¢ filihrt nach Punktprobe mit Ny N> und C(15]6)
auch zum Ziel.

>y

"
FLXD

¢z
EAS

ks

EF

Berechnung der Ldnge der Spannstdbe (y-Werte) mit dem WTR.
Die Spannstabe sind 3,33m, 5,33m, 6m, 5,33m und 3,33 m lang.

1
i
1

ic
|X=E

Beachten Sie hierbei die Symmetrie.
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Beispiel

2 In einer Unternehmung I&sst sich der Gewinn
ndherungsweise beschreiben durch die
Funktion G mit G(x) = —x2 +140x — 2400.
Die Variable x steht fur die Stickzahl der
produzierten und verkauften Ware.

In welchem Bereich produziert die Unter-
nehmung mit Gewinn?
Bestimmen Sie den maximalen Gewinn.

L6sung
Aus der grafischen Darstellung des Gewinnverlaufs ldsst sich die
Gewinnzone (Bereich fiir die Ausbringungsmenge x mit G(x) > 0) erkennen.

y
2500

2000

1500

maximaler

1000 Gewinn

500

20 40 60 80 100 10 x
Gewinnschwelle  Gewinngrenze

Schnittstellen der Gewinnkurve mit der x-Achse
Bedingung: G(x) =0 -Xx2+140x-2400=0
X1 =20; x2 =120

X1 und x5 sind die Nullstellen der Gewinnfunktion.

Xgs = 20 heifit Gewinnschwelle.

Xgg = 120 heif}t Gewinngrenze.

In Xgs =20 und xgg =120 wird kostendeckend produziert, d.h. G(x) =0

Gewinnzone: 20 <x <120

Hinweis: Wird fir eine Ausbringungsmenge kostendeckend produziert, so stimmen
Kosten und Erl&s Uberein, d.h. der Gewinn ist null.

Der y-Wert des Scheitelpunktes ergibt den maximalen Gewinn.

. Xy + Xp
xs-Wert des Scheitelpunktes: Xs=—>— =70
ys-Wert des Scheitelpunktes: ys = G(70) = 2500

Der maxmimale Gewinn betragt 2500 GE.
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Aufgaben

1 Auf einer Teststrecke wird gemessen, wie viel
Benzin ein PKW bei gleichbleibender
Geschwindigkeit verbraucht. Dabei hangt der
Benzinverbrauch f (in Liter pro 100 km)
quadratisch von der Geschwindigkeit v (in kTm)
ab:
f(vy=avi+bv+7

v | 30 | s
| 65 | 10

Mit welchem Verbrauch ist bei durchschnittlich 1220 km pro h zu rechnen?

2 Eine Briickendurchfahrt ist 6,60 m hoch
und 8 m breit.
Ein Fahrzeug ist 3m breit und 4,80 m hoch.
Kann dieses Fahrzeug noch unter der Briicke
hindurchfahren?

e oy

3 Uber die Gesamtkosten K eines Betriebs in€ ist Folgendes bekannt: Fiir eine Produktion
von 10 Stlick entstehen Gesamtkosten von 1050 €, bei 20 Stiick sind es 1400E€.

a) Bestimmen Sie die Kostenfunktion K unter der Annahme, dass es sich um eine
quadratische Funktion handelt und die Fixkosten 900 € betragen.

b) Fir welche Produktionsmenge entstehen Gesamtkosten von 1200€7?

c) Bestimmen Sie die Gewinnzone und den gropten Gewinn, wenn die produzierte Menge
zum Stlckpreis von 85 € verkauft wird.

d) Wie grop ist der mittlere Kostenzuwachs im Intervall [10; 30]? Interpretieren Sie.

wwy 4 Beiden olympischen Spielen werden beim Diskuswerfen Scheiben y
verwendet, deren Form sich ndherungsweise durch ein Parabelstlick 10T
beschreiben Idsst (siehe Skizze, alle Angaben in cm). &+
Das Parabelstlick wird beschrieben durch den Term f(x) = —gxz + gx. ’

a) Berechnen Sie den Durchmesser und die Dicke des Diskus.
b) Um gute Flugeigenschaften und eine hohe Haltbarkeit zu erzielen, 47
entwickelt ein Sportinstitut einen Diskus, bei dem die Kante aus Stahl
(siehe Markierung in der Skizze) und der Rest aus einem anderen
Material besteht.
Im Querschnitt 1dsst sich die Stoffgrenze beschreiben durch eine

Gerade mit der Gleichung y = %. Wie dick ist der Diskus an der Stoffgrenze?

2

01 234K
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Test zur Uberpriifung lhrer Grundkenntnisse

1 Entscheiden Sie, welche Kurve zu welchem Funktionsterm passt.
Begriinden Sie lhre Entscheidung.

yl
fi(x) = x2+ 2 B 6 A
fa(x) =2x2 +2 Z
f3() = —(x = 2)(4 = X) ]
f400) = (X + 2)(x + 4) ‘
f5(x) = = (x +1)2 6 X
fe(x) = = (x = 1)2

2 Bestimmen Sie die Parabelgleichungen
aus der Abbildung.

/

3 Kist der Graph der Funktion f mit f(x) = %(x +1)(6 - 3x); xeR.
a) Geben Sie die Nullstellen von f an und skizzieren Sie K.
b) Berechnen Sie die x-Werte, flr die gilt: f(x) = 3.
Interpretieren Sie geometrisch.
¢) Ermitteln Sie die Schnittpunkte von K mit dem Graph G von g mit g(x) = x2 - 1.

4 Berechnen Sie die Lésungen.
a) 2x2+2x=24 b) 3x2-4x+8=0 0 0=2x-3x

5 Die Normalparabel wird mit dem Faktor % in y-Richtung gestreckt und danach um 3 nach
oben verschoben. Man erhdlt die Parabel P.
Wie lautet die Parabelgleichung von P?
Die Normalparabel wird zuerst um 3 nach oben verschoben und anschliefend mit dem
Faktor % in y-Richtung gestreckt. Erhadlt man die gleiche Parabel P? Begriinden Sie lhre
Antwort.
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Beispiel

< Zur Lagerung von 4 kg Soda soll Karla aus einem quadratischen Karton der
Seitenlange 30 cm durch Falten eine Schachtel ohne Deckel formen.
Modellieren Sie die Situation.

L6ésung
Reale Situation:
Zur Lagerung von 4kg Soda soll eine genligend grofe Schachtel geformt werden.

Reales Modell:

Soda hat ein spezifisches Gewicht von 2,218%,

4kg haben also ein Volumen von 1803 cm?3.

Das Volumen der Schachtel mit der Hohe x soll durch eine Funktion beschrieben werden.

Mathematisches Modell:

x: H6he der Schachtel in cm

V (x): Volumen der Schachtel in cm3

Fir 0<x<15 ergibt sich V(x) = (30 = 2x)2-x
Dieser Funktionsterm beschreibt das Volumen V
in Abhangigkeit von der Hohe x.

30

Schachtel mit der Hohe x.

Mathematische Losung:
Bedingung: V(x) >1803
Mithilfe einer Wertetabelle:

Fiar xe{4,5, 6} qilt: V(x)>1803

Mafe in cm der Schachtel mit

Lange Breite Hohe
Volumen V (x) >1803:
22 22 4
20 20 5
18 18 6

Karla wahlt z. B. die Lange 22 cm, die Breite 22cm und die H6he 4cm.
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Aufgaben

1 Die Fixkosten fiir die Produktion einer Ware belaufen sich auf 300 Geldeinheiten (GE).
Werden 10 Mengeneinheiten (ME) der Ware hergestellt, erhéhen sich die Gesamtkosten
um 300 GE. Bei 20 ME betragen die Gesamtkosten 900 GE.

Prifen Sie, ob die Gesamtkosten durch die Kostenfunktion K mit

K(x) = %x-” - 3x2+50x + 300 richtig beschrieben werden.

Bestimmen Sie den mittleren Kostenzuwachs in GE pro ME im Intervall [0; 10].
Der Verkaufspreis pro ME wird auf 60 GE festgelegt.
Zeigen Sie, dass im Bereich [11; 291 mit Gewinn produziert wird.

2 Ein100-m-Sprint I&sst sich durch eine
Polynomfunktion f 3. Grades beschreiben.
a) Bestdtigen Sie, dass die nebenstehende
Abbildung das Schaubild von f mit
f(t) = - 3+ 312 zeigt.
Wahlen Sie eine geeignete Achsen-
einteilung.
b) Bestimmen Sie die Laufzeit fir 100 m mit
dem WTR auf eine Zehntelsekunde genau.
¢) Bestimmen Sie die mittlere Geschwindigkeit des Laufers.

] f(t) inm

.tins

3 Der Graph in der Abbildung beschreibt ndherungsweise die Flugkurve des Balles bei einem
Freistof in einem Fuf3ballspiel.

yinm

w

~o

xinm
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Beantworten Sie folgende Fragen mithilfe der Abbildung.

e Welche maximale Hohe erreicht der Ball?

o Uberfliegt der Ball die Abwehrmauer in 9,15m Entfernung?
Wo kommt der Ball wieder auf den Boden?

e Wie weit entfernt vom Tor wurde der direkte Freistof3 ausgefiihrt, wenn der Ball in einer
Hbhe von 1,75m die Torlinie lUberschreitet?
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Beispiel

< Kiist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = 3 - 2eX; xeR.
Bestimmen Sie die Schnittpunkte von K mit den Koordinatenachsen. Zeichnen Sie K.

L6ésung X
Schnittpunkt mit der x-Achse: X
Bedingung: f(x) =0 3-2eX=0 3+
2ex=3 ﬁ
e*=15 | | | | | 1 \ | |
Anwenden der Definition: x=1In(1,5) D4 3 2 A L\ 2
SP mit der x-Achse: N(In(1,5)]0) A "
_3 +
Schnittpunkt mit der y-Achse: 4T
Bedingung: x =0 f(0)=3-2e0=1
SP mit der y-Achse: Sy(0| 1
Beispiel
1
2 Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = ez*-6; xeR.
Wie verlauft das Schaubild K von f im Koordinatensystem? Skizzieren Sie K.
In welchem Bereich verlduft K unterhalb der x-Achse?
Ldsung y K
Verlauf von K: 8
- vom 3. in das 1. Feld, 2
- ndhert sich fir x — —oco der N
Geraden mit y =-6 an | | | | |
(waagrechte Asymptote), -4 -2 - 2 4 6
- steigend, 4
- _ N B
S,(0]-5) e
Schnittpunkt mit der x-Achse: 1
Bedingung: f(x) =0 e2*-6=0
e%x =6
Ix=1n(6)
Nullstelle: x =2In(6)
Schnittpunkt von K mit der x-Achse: N(2In(6)]0)

K verlduft unterhalb der x-Achse fir x <2In(6).
Hinweis: Das Schaubild von f verlauft unterhalb der x-Achse bedeutet: f(x) < O.
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Beispiel

< Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) =2eX und g mit g(x) = e2%; xeR.
Ihre Schaubilder heifen K und G. Berechnen Sie den Schnittpunkt von K und G.

L6sung
Schnittpunkt von K und G:
Bedingung: f(x) = g(x) 2eX = e
2eX-e2¥=0
Ausklammern: eX2-e=0
Satz vom Nullprodukt: eX=0 oder 2-eX=0
Wegen e* # O: 2-eX=0
ex=2 v
Schnittstelle: x=1In(2) 8 G/ K
y-Wert des Schnittpunktes: y =f(In(2))=4 6
Schnittpunkt von K und G S(In(2)|4) 4 S
-——r—//
-2 - 1 2 X
-2

Beispiel

2 Die Funktionen f und g sind gegeben durch f(x) = e2X und g(x) =2eX-1; xeR.
lhre Schaubilder heifen K und G.
Berechnen Sie die Koordinaten des gemeinsamen Punktes von K und G.

L6sung

Gemeinsamer Punkt von K und G:

Bedingung: f(x) = g(x) e2x=2eX -1
e2X-2eX+1=0

Substitution: u = e¥ u2 = e2X uZ-2u+1=0

Doppelte L&sung der quadratischen Gleichung: Uz =1=¢eX
x=In)=0

y-Wert des gemeinsamen Punktes: y = f(0) =1
Gemeinsamer Punkt von K und G: B(O|1)

Hinweis: uj=1=¢eX = x,=0
up=1=eX = x,=0

y

5

4

3

2
x1)2 = O ist doppelte Lésung, /l) B

also Berihrstelle.




144 Funktionen

Aufgaben

1 Untersuchen Sie das Schaubild K der gegebenen Funktion f mit xeR auf Achsenschnitt-
punkte und auf Asymptoten. Zeichnen Sie K.

a) f(x)=2ex-2 b) f(x)=e *+3 c) f(x)=4-2eX

d) f(x)= e 04x-3 e) f(x)=-1+2el25x f) f(x)=%—e0-5X

2 Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = e">* - 5; xeR.
Wie verlauft das Schaubild K von f im Koordinatensystem? Skizzieren Sie K.
In welchem Bereich verlduft K oberhalb der x-Achse?

(, 3 Kist das Schaubild von f, G ist das Schaubild von g.

4 Berechnen Sie die Schnittpunkte von K und G.
b) ) a) f(x)=-e2% g(x)=—-6eX b) f(x)=e2X+6; g(x) =5eX
c) f(x)=-e3*+2x; gix)=2x-5 d) f(x)=2e05x-3x; g(x)=-3x+1

4 Die Funktionen f und g sind gegeben durch f(x) =e2*+9 und g(x) = 6e*;, xeR.
Ihre Schaubilder heifen K und G.
Welche Lage haben K und G?
Berechnen Sie die Koordinaten des gemeinsamen Punktes von K und G.

5 Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) =0,5eX=2 und g(x) =2 - &%, xeRR.
Zeigen Sie: Die Nullstelle von f ist doppelt so grof wie die Nullstelle von g.
Zeichnen Sie K; und Kg in ein Koordinatensystem ein.
Berechnen Sie die exakten Koordinaten des Schnittpunktes S von K¢ und K.
P und Q sind die Schnittpunkte von K¢ und Ky mit der y-Achse.
Berechnen Sie den exakten Inhalt des Dreiecks PSQ.

6 Die Einwohnerzahlen der Stadte V und

4 Einwohnerzahlen
W entwickeln sich sehr unterschied- 80000 1
lich. Die Entwicklung der Einwohner-
zahlen wird beschrieben durch die 60000 1 K
Funktionen f und g: 40000 T
f(x) =_5000ex imd . 20000 + s
g(x) = 80000e7%; x in Jahrzehnten. 2
Ordnen Sie jeder Stadt eine Kurve 0 ) > xin
zu. Begriinden Sie lhre Zuordnung. Jahrzehnten

Nach wie vielen Jahren werden die Stddte gleich viele Einwohner haben?

7 Die Gesamtkosten der Wald GmbH lassen sich beschreiben durch
K(x) =0,4e095x+25: x>0, xinME, K(x)in GE.

a) Bestimmen Sie die Fixkosten.

b) Die Gewinnschwelle liegt etwa bei 2 ME, wenn der Erlds durch E(x) =17 x festgelegt ist.
Bestimmen Sie die Gewinnschwelle auf eine Dezimale gerundet.
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Aufgaben zu Exponentialfunktionen

1
a)

b)

a)

b)

c)

Die Funktion f ist gegeben durch f(x) = e%" - 5; xeR. Das Schaubild von f ist K.
Berechnen Sie die Schnittpunkte von K mit den Koordinatenachsen. Skizzieren Sie K.

In welchem Bereich verlduft K unterhalb der x-Achse?

K wird in y-Richtung verschoben, sodass die verschobene Kurve die x-Achse im Ursprung
schneidet. Bestimmen Sie einen mdglichen Funktionsterm.

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = 2e — e~ 2%, xeR, mit Schaubild K.
Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte.

Begriinden Sie: K¢ hat eine waagrechte Asymptote. Zeichnen Sie K.

Liegt der Punkt (1]2e) auf, unterhalb oder oberhalb von K;? Begriinden Sie.

Kt schneidet die Gerade h mit der Gleichung y = 0,5e im Punkt S.

Berechnen Sie die Koordinaten von S.

Ks wird an der x-Achse gespiegelt und es entsteht Ky von g. Bestimmen Sie g (x).

Das Schaubild der Funktion f mit f(x) = a + ePX; xeR, verluft durch die Punkte S(0|-e)
und B(4|-1). Bestimmen Sie a und b.

Wenn der Behdlter vollstandig gefullt ist, wird die Abflussgeschwindigkeit naherungsweise
durch die Funktion w beschrieben mit w(t) = 60e-00625t: t > 0: tins; w(t) in Liter pro s.

Wie lange dauert es, bis nur noch ein halber Liter pro Sekunde herausflieit?

Welcher Graph gehdrt zu welchem Funktionsterm?

f1(x)=%ex+e fo(x) =2e - eX fa(x)=2e N@x -4 fa)=eX+x+2
A y B y
67 1
41 .l 1 2 3 X
31 -
2 2
11 \
; ; =3
. i X
S T A ¥ y

o \w <
N\ B O o<
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3.7 Modellierung und anwendungsorientierte Aufgaben

3.71 Exponentielles Wachstum

Beispiel

2 Auf einem Konto sind 1000,00 €

a)

b)

fest angelegt.

Der jahrliche Zinssatz betragt 8 %.
Wie kann man das Kapital nach einer
beliebigen Zeit berechnen?

Nach wie vielen Jahren verdoppelt
sich das Kapital?

Lésung

a)

Kapital nach t Jahren (mit Zins und Zinseszins) y =1000-1,08t

Dieses exponentielle Wachstum wird mit der Exponentialfunktion f mit

f(t) =1000-1,08t; tin Jahren, beschrieben.

In der Praxis wahlt man als Basis die Zahl e.

Mit 1,08 = eln08 erh&lt man: f(t) =1000-1,08t = 1000 (e'"08)t = 1000 £0.0770t
Zum Zeitpunkt t = O ergibt sich fur das Kapital: f(0) =1000 (Anfangsbestand).
Festlegqung: k = In(1,08) = 0,0770 > O ist die Wachstumskonstante.

Hinweis: Das Kapital vermehrt sich mit dem Wachstumsfaktor 1,08.

y =1000e00770t pezeichnet man als Wachstumsgleichung.

Beachten Sie:

Prozesse exponentiellen Wachstums kdnnen mit einer Exponentialfunktion beschrie-
ben werden: f(t) =aekt; t>0
k>0 ist die Wachstumskonstante; a = f(0) ist der Anfangsbestand.

b)

Bed. fir die Verdoppelungszeit: f(t) =2-f(0)
2000 =10000.0770t

g0,0770t = 2
Logarithmi ibt: t=a1@ _g9

ogarithmieren ergibt: = 6,070 = 2
Die Verdoppelungszeit wird mit ty bezeichnet und betragt 9 Jahre.
Verdoppelungszeit ty: ty = @

Beachten Sie:

Die Verdoppelungszeit ty ist die Zeit, in der sich der Bestand verdoppelt.

ty ist unabhangig vom Anfangswert: ty = —

In(2)

147
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Beispiel

< Die Bevdlkerung eines Landes
(2016: 80 Millionen) schrumpft
in den letzten Jahren um 2 %
jahrlich. Modellieren Sie die
Bevdélkerungsentwicklung fur die
nachsten 50 Jahre. Welche
Folgerungen ergeben sich?

Losung
Reale Situation:
Bevolkerungsentwicklung eines Landes, das heute 80 Millionen Einwohner hat.

Reales Modell:

Vereinfachung: Die Bevélkerung schrumpft in den nachsten 50 Jahren jahrlich um 2 %.
Die Bevdlkerungszahl fir das Jahr t (2016 entspricht t = 0) soll durch eine Funktion
beschrieben werden.

Mathematisches Modell:

t: Jahr nach 2016; B (t): Bevdlkerung des Landes in Millionen

Fir 0<t<50 ergibt sich: B(t) = 80-0,98t

Dieser Funktionsterm beschreibt die Bevélkerungszahl in Abhangigkeit von der Zeit t.

Der Funktionsterm kann auch mit der Basis e angegeben werden.

Umrechnung der Basis 0,98 auf die Basis e: 0,98 = eln(0,98) = ¢=0,0202
Wachstumsgesetz: B(t) = 80-0,98t

B(t) = 80- (e~ 00202)t
Potenzgesetz: @m" =gm™" B (t) = 80 e~0.0202t

Funktionsterm: B(t) = 80-e~0.0202t

Mathematische Losung:

B(50) = 29,13...

Die Bevdlkerung nimmt unter der Annahme
auf etwa 29,13 Millionen ab.

B(t) in Millionen

Bewertung:

Das Modell kann geeignet sein fir die
ndchsten 20 Jahre. Auf lange Sicht ist es
nicht geeignet, da sich die Bedingungen 107 . tin :Jahrgn

durch politische und wirtschaftliche Ent- 5 lf) 15 Zb 25 3b 35 4b 45 5b
scheidungen dndern.
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Aufgaben

1

C. -

a)

b)
c)

a)
b)
)

Bei einem Reaktorunfall im Jahre 1986 wurden durch die Spaltung von Uran 235 grofe
Mengen radioaktiver Stoffe freigesetzt, z.B. Casium 137. Dieser Stoff hat eine Halbwerts-
zeit von 30,2 Jahren. Wie viel Prozent des freigesetzten Casiums sind heute (2016) noch
vorhanden? Wie lange dauert es, bis nur noch 10 % des damals freigesetzten Casiums 137
vorhanden sind? Modellieren Sie die Situation.

Die Wasserrose vermehrt sich auf einem See mit 8 ha
Grope. Die bedeckte Flache nimmt wochentlich um
30% zu. Anfangs sind 150 m2 der Oberflache bedeckt.
Analysieren Sie die Situation.

Um wie viel % nimmt ein eingesetztes Kapital in 8
Jahren zu, wenn der jahrliche Zinssatz 4,6% betragt?

Eine radioaktive Substanz zerfallt nach dem Gesetz g(t) = g(0)e~00122¢,

Dabei gibt g (t) die Masse des Prdparates in Gramm zum Zeitpunkt t (t in Tagen) nach
Beginn der Messung an.

Welche Masse war zu Beginn der Messung (t = 0) vorhanden, wenn nach 20 Tagen noch
24 g Ubrig sind? Geben Sie das Zerfallsgesetz an.

Nach wie viel Tagen ist nur noch 1% der urspriinglichen Masse vorhanden?

Berechnen Sie die tdgliche Zerfallsrate in Prozent und die Halbwertszeit der radioaktiven
Substanz.

Der Tabelle kann man die Bevodlkerungsentwicklung eines Landes fir den Zeitraum
von 30 Jahren entnehmen (Angabe in Millionen).

Zeit t in Jahren | o |0 ]2 | 3
Anzahi NinMillionen | 39 | 53 | 72 | ors

Begriinden Sie die Annahme, dass N ungefahr exponentiell zunimmt.
Bei einer Bevdlkerungszahl von Gber 13 Millionen droht Wasserknappheit.
Modellieren Sie die Bevolkerungsentwicklung. Bewerten Sie Ihr Modell.

Ein Auto verliert pro Jahr 20 % an Wert.

In welchem Zeitraum sinkt der Wert auf die Halfte des Neuwagenpreises?

Welchen Prozentsatz seines Neuwertes hat es noch nach 6 Jahren?

Berechnen Sie den jahrlichen Wertverlust der ersten drei Jahre, jeweils bezogen auf den
Neuwert.

Zur Untersuchung eines Organs werden dem
Patienten 59 mg eines Farbstoffes gespritzt. Der
gesunde Korper baut pro Minute 4 % des Momen-
tanbestandes ab.Ist der Patient gesund, wenn
nach 20 Minuten noch 30 mg Farbstoff im Blut
sind?




Grundwissen

1 Intervalle als Teilmengen der reellen Zahlen

Beispiele
[0; 5] ={xeR|0<x <5} alle reellen Zahlen von O bis 5, einschlieplich O und 5
1-2;21 ={xeR|-2<x<2} alle reellen Zahlen zwischen -2 bis 2,

ausschlieflich =2 und einschlieflich 2

I, 6[={xeR[1<x<6} alle reellen Zahlen gréfer als 1und kleiner als 6
[l;o[ ={xeR|x>1} alle reellen Zahlen groper oder gleich 1
Geschlossenes Intervall: [a; b] = {xeR|a <x < b} [ ] ~
a b R
Offenes Intervall: Ja; b[ = {xe R|a <x <b} ] [ >
a b R
Halboffenes Intervall: [a; b[ = {xeR|a<x <b} F [ >
a b R

Aufgaben

1 Schreiben Sie als Intervall.
a) {xeR|0<x<4} b) {xeR|x<2,5)} c) {xeR|-2<x<1} d) {xeR|1<x<T}

2 Stellen Sie das Intervall in Mengenschreibweise dar.
a) [-2;3] b) 1-5;1] c) ]-o;3] d) 11;10[

3 Beschreiben Sie die markierten Mengen.
|

a) f 1 >
0 3 R
b) f f >
1 6 R
c) ] >
5 R
d —}

1
~no
3Y
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2 Algebraische Begriffe und Voriibungen
2.1 Begriffe

Summanden
Y '\ a-b
a + b Differenz von a und b
Summe
tililelis Faktoren
” XEXEx=3ox AN
Summe  Produkt XXX =_X._,
Produkt Potenz
Koeffizient
Zahler Quotient %; a+0
%} (Bruch)
Nenner  b#0 Kehrwert von a

2.2 Rechnen mit Summen und Differenzen

Beispiele

7+(=5)=7-5=2

5a+(-6a)=5a—-6a=—-1la=—a

5a-3(-4a)=5a+12a=17a
12a+4b-(-3a-5b)=12a+4b+3a+5b=12a+3a+4b+5b=15a+9b

Minuszeichen vor der Klammer beachten.

Aufgaben

1 Lésen Sie die Klammern auf und fassen Sie zusammen.
a) 5a-5b-(8a+2h)+(6a-7b) b) (6x-4)-(-8x+12)+20x
c) (I2x+6y)+(-3x—4y)-(-2x—4y) d) 15x+7y+(4x-12y) = (9x-7y)

2 Fassen Sie zusammen.

a) -3:(-3)-a+2a b) 2ab-5ab

c) —18x-7x(-2) d) -(3x:(-2)=(-x+5))
e) 20a-(7a-(2a+3)) f) 3ax—-(5x-2ax)+9x



