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Ist f(¥) an der Stelle 7, zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt:

f(7) hat an der Stelle 7, ein lokales Extremum = grad f(7,,) =0

grad f(7,)=0
und = f(¥) hatan der Stelle 7, ein isoliertes Extremum (10.24)
detH ;(1;)>0

Fiir ein isoliertes Extremum an der Stelle 7, gilt:

fo (75)>0= f(¥) hat an der Stelle 7, ein isoliertes Minimum (10.25)
frx () <0= f(¥) hat an der Stelle 7, ein isoliertes Maximum (10.26)

grad (7)) =0
und = f(7) hatan der Stelle 7, kein lokales Extremum (10.27)
detH (1) <0

Bemerkungen:

1. Hat f() an der Stelle 7, ein isoliertes Extremum, dann sind die Vorzeichen von
fu(y) und f, (7y) gleich. Deshalb gentigt es, das Vorzeichen von f,, () zu
tberpriifen.

2. Ist grad f(7,)=0 und hat die Funktion f(r) an der Stelle 7, kein lokales Extre-
mum, dann spricht man von einem Sattelpunkt an der Stelle 7, .

3. Ist gradf(7,)=0 und detH 7(r5)=0, so ist keine allgemeine Aussage tiber die

Existenz eines Extremums an der Stelle 7, moglich.
Beispiel 10.13 f(x,y)=x"+y> +10
grad f(x, y)=(f,(x, ). f, (x,7))=(2x,2y)=0 fiir (x,y)=(0,0)=(x,,,)-

20
Hf(x,)/):£0 ZJZHf(xo’)’o)

2
detHf(xO,yo):

0 2
fxx(xO’)/O):2>0

=4>0 = isoliertes Minimum an der Stelle (x,, y,)=(0,0)

Der Graph der Funktion ist in den Bildern 10.16 bis 10.20 dargestellt.
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Beispiel 10.14 f(x,y)=x> -y

grad f(x, y)=(f (x, ), f, (%, )) = (2x,= 2y) =(0,0) fiir (x, y)=(0,0)=(x¢, ).

2 0 2
Hf(x,)/)=(0 _2j=Hf(xo>)’o) detH ;(x4,0)= 0

0
=—4<0
-2

= Sattelpunkt an der Stelle (x,, y,)=(0,0)

Bild 10.21
Beispiel 10.15 f(x,y)=2x" —3x* -2y’ +3y>

grad f(x, ) =(f, (x, ), f, (x,y)) = (6x* —6x,~6y* +6)

6x2 —6x=6x(x—1)=0 fiir x=0 oder x=1

~6y> +6y=—6y(y—1)=0 fir y=0 oder y=1

= grad f(x, y)=(0,0) an den vier Stellen (0,0),(0,1),(1,0),(L1) .

H, (x,y)= 12x -6 0
Y0 Ciaye

-6 0
detHf (0,0) 2‘ 0 6 ‘z —36 <0 = Sattelpunkt an der Stelle (0,0)

-6 0
detHf O.1= 0 -6 =36>0 = isoliertes Maximum an der Stelle (0,1)
[ (0,)==6<0
detH (1,0 60 36>0
et f( 0)= 0 6| > 91 s isoliertes Minimum an der Stelle 1,0)

[ (1,0)=6<0

=-36 <0 = Sattelpunkt an der Stelle (1,1)

6
detH ;(1,1)=
(LD 0 —6
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Bild 10.22

Fiir den Fall grad f(x,,y,)=(0,0) und detH [ (x,,y,)=0 ist keine allgemeine Aussa-

ge moglich. Die ndchsten drei Beispiele sollen dies demonstrieren.

Beispiel 10.16 f(x,y)zx4 +y4
grad f(x, ) =(f. (6, 3), £, (6, y) =(4x”,4y7)=(0,0) fiir (x,7)=(0,0)=(xq ) -

H.( )_12x2 0 ) 1=(© O derrr [0 0],
FY)= 12)’2 fxO’)/O_O 0 et ((Xg,Y0)= =
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x Bild 10.23

Die Funktion hat an der Stelle (x, y,)=(0,0) ein isoliertes Minimum

Beispiel 10.17 f(x,y)=x4 —y4
grad f(x,9)=(f,(x,7). f, (x, ) =(4x,=4y*)=(0,0) fair (x,)=(0,0)=(xy, 7o)

H.( )_12x2 0 o )_00 detH . )_0 ol_,
O T Y B A L V) B A A
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Die Funktion hat an der Stelle (x, y,)=(0,0) einen Sattelpunkt.

Beispiel 10.18 f(x,)/):(x2 +)/2)2 —2(x? +)/2)

gradf(x,y)z(4x(x2 +y2 —1),4)/(x2 +y2 —1))=(0,0)
fur (x, y)=(0,0) und fiir alle (x, y) mit x? +y2 =1 (Kreis mit Radius R=1).
4(x* +y* —1)+8x> 8
H,(xp)=| H8F7 708 By
8xy 4(x"+y -1D+8y

-4 0
detH  (0,0) =‘ 0 —4 ‘= 16>0 = isoliertes Maximum an der Stelle (0,0)

fi (0,1)=—4<0
Fiir alle Punkte (x, y) auf dem Einheitskreis mit x%+ )/2 =1 gilt
8x° 8xy

detH ;(x,y)=
A 8xy 8y

: Bild 10.25
Die Funktion besitzt an jeder Stelle auf dem Einheitskreis ein nichtisoliertes Minimum: Je-
der Punkt auf dem Einheitskreis besitzt eine Umgebung, in der es keine kleineren Funkti-
onswerte gibt. Jede Umgebung eines Punktes auf dem Einheitskreis enthlt aber Stellen mit
gleich kleinen Funktionswerten.
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Anwendungsbeispiel 10.19 Behalter mit minimaler Oberflache

Wir wollen die Problemstellung des Einfithrungsbeispiels 10.1 losen. Nach den Ausfiih-
rungen zu Beginn des Abschnittes 10.4 miissen wir dazu ein Minimum der Funktion

f(x,y):xy+l+ﬂ
y X

suchen. Wir erhalten

-3
gradf(x,y)z(y—ZVx_z,x—ZVy_z) Hf(x,y)=(4vx ! j

1 4y
Die Gleichungen y—2Vx =0 und x—2Vy > =0 sind erfiillt fiir

(6, ) =(x0,10) =2V 32v)

Fiir die Hesse-Matrix an der Stelle (x,, y,) gilt

21

4vx® 1 21
Hf(-xo)yo):( 0 J=[ 2] detHf(xO)y0)= 1 2

-3 =3
1 4Vy, 1

Daraus folgt, dass die Funktion f(x,y) und damit die Oberfliche minimal ist fiir
(%, y)=(x¢,70)=R2V,32V)

Um Kriterien fiir Funktionen von mehr als zwei Variablen formulieren zu kénnen,
benotigen wir folgende Begriffe (auf die Erlduterung dieser Begriffe verzichten wir):

Wir nennen eine symmetrische Matrix

positiv definit, wenn fiir alle k mit 1<k<n gilt
At G
. 150

A Aggk

Wir nennen sie negativ definit, wenn —A positiv definit ist. Wir nennen sie indefinit,
wenn sie weder positiv definit, noch negativ definit ist und wenn detA#0 ist. Die
Kriterien fiir Extrema von Funktionen von mehreren Variablen lassen sich damit
folgendermafSen formulieren.
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10.5 Aufgaben

I Aufgabe 10.1

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen alle Stellen, an denen die Funktionen
lokale Extrema besitzen und bestimmen Sie die Art der Extrema. Bestimmen Sie,
ob es sich bei einem Extremum um ein Maximum oder Minimum handelt und ob
das Extremum isoliert ist.

a) f(x,y)=2x3 +4xy—2y3 +5 b) f(x,y)=1n(xy)—%x2 _éyz
Q) flx,y)=x*—2x*—2y> +3y* d) flx,y)=2x*+y* —2x* —2y?
e) f(xy)=x" =3xy° D flxy)=(x> +y2)e =0

g) f(x,)/,Z)sz +)/2 +22 _xy+zz+x
h) flep2)=(x* +y* +2°)" =2(x* + y* +27)

I Aufgabe 10.2

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen alle Stellen, an denen die Funktionen
Extrema unter den angegebenen Nebenbedingungen besitzen und bestimmen Sie
die Art der Extrema (Maximum oder Minimum).

a) flx,y)=xy gl y)=x*+y* -1=0

b) f(x,y)=xy> gl y)=x*+y* -1=0

<) f(x,)/)=3x3+3y3—x—y gx,y)=x+y—-2=0

d) flx,n)=(x+y*)*-2(x"+y?) g(x,y)=x+y—2=0

e) flx,y)=e ) g(x,y)=x+y-1=0

f) flx,y,z)=e 0+ g, y,2)=x+y+z-3=0

g) f(x,y,z)=e *t*2) g6, y,z)=x>+y* +2> -1=0

h) f(x,y,2)==3x+ y+5z g0, y,2)=x+y+2z=0

2,06 1,2)=x+y* +27 ~1=0



11  Integralrechnung mit Funktionen von
mehreren Variablen

11.1  Bereichsintegrale

Einfiihrungsbeispiel 11.1 Ladung auf einer Oberflache

Befindet sich eine Punktladung Q im Abstand h tber einer leitenden (unendlich ausge-
dehnten) Ebene (x-y-Ebene), so stellt sich auf der Ebene eine Ladungsverteilung ein, die
durch folgende Flichenladungsdichte beschrieben wird:

G(x’),)=_h_Q. 1

27T (x2+y2+h2)3

Die Frage nach der Ladung Q , auf einer Fliche A cR? fiihrt zu dem Bereichsintegral

Q= '”G(x,y)dF .
A

11.1.1 Bereichsintegral einer Funktion von zwei Variablen

Um ein Bereichsintegral einer Funktion von zwei Variablen zu erldutern und zu kli-
ren, wie es berechnet werden kann, betrachten wir das Einfithrungsbeispiel 11.1. Auf
der in Bild 11.1 gezeigten Fliache A sei eine Ladung verteilt. Die Verteilung werde
beschrieben durch eine Ladungsverteilungsfunktion 6(x, y) . Nimmt man an, dass die
Funktion o(x,y) in A stetig oder sogar differenzierbar ist und in einer kleinen Teil-
fliche AA mit Flacheninhalt AF nicht sehr stark variiert, so ist die Ladung AQ auf
der Teilfliche AA ndherungsweise o(x, y)AF , wobei (x,y) eine Stelle auf der Flache
AA ist. Die Flache A wird nun in n kleine Teilflichen AA; mit den Flacheninhalten
AF; und den Ladungen AQ; =o(x;,y;)AF,; zerlegt, wobei (x;,y;) eine Stelle auf der
Flache AA; ist (s. Bild 11.2).
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J y
A

»
»

Bild 11.1 Bild 11.2

Fiir die Gesamtladung Q, gilt

Qyu ziAQi =Zn:ﬁ(xi’)’i)AFi

i=1 i=1
Im Grenzprozess einer ,unendlich feinen“ Zerlegung, d.h. fiir n—e und AF, -0

erhélt man die Ladung Q, exakt.

Q= lim Zn:cs(xi,y,.)AFi - ”c(x,y)dF (11.1)
A

AF,—0 i=1
Dieser Grenzwert heift Bereichs-, Gebiets- oder Flichenintegral der Funktion

o(x, y) tber den Bereich (Fliche) A und wird durch ein Zweifachintegral dargestellt.

Bereichsintegral einer Funktion von zwei Variablen

AcR”sei ein Bereich im R? mit endlichem Flicheninhalt F#0 . Die Funktion
f(x,y) seiin A beschriankt und stetig. Z, sei eine Zerlegung des Bereiches A in n
Teilbereiche AA; mit den Flacheninhalten AF, und beliebigen Stellen (x;, y;)e AA; .
Gilt fiir alle Folgen (Z,) von Zerlegungen mit n— e und lim AF, =0

n—co
1. 9 q g =
lim Zf(xl,y,)AFl I (11.2)
AF,—0 =1
dann heift I das Bereichsintegral der Funktion f(x,y) tiber den Bereich A.
Schreibweise: I= Hf (x, y)dF
A
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Fiir Bereichsintegrale von Funktionen von zwei Variablen gelten folgende Aussagen:

a,be R seien reelle Zahlen und A,BcR? zwei Bereiche mit endlichen Flichenin-
halten F,,Fp #0, die hochstens Randpunkte gemeinsam haben. Dann gilt:

Fy= ﬂdF (11.3)
”‘(af(x ) +bg(x,y))dF=a ”f(x y)dF+bﬂg(x )dF (11.4)
”f(x YHE= ”f(x PHE+ ﬂﬂx »ME (11.5)
AUB

11.1.1.1 Integration in kartesischen Koordinaten

Um zu klédren, wie das Bereichsintegral (11.1) berechnet werden kann, betrachten wir
einen Bereich A, wie er in Bild 11.3 zu sehen ist. Fiir diesen Bereich A gilt

A={(x,y)]|x, £x<x5 Ay (0)S ¥y <y, (%)} (11.6)

»
»

¥, (%)

)/1(x)

X X
! 2 Bild 11.3

Wir zerlegen die Fliche A in streifenformige Teilflichen AA; der Breite Ax; an den

Stellen x I

Stellen (x;, ), wie in Bild 11.4 gezeigt. Aufler der obersten und untersten Teilfldche

und zerlegen jeden Streifen in Teilflichen AA j mit der Hohe Ay, an den

sind alle diese Teilflichen Rechtecke mit den Seitenldngen Ax;,Ay; und den Flidchen-
inhalten AF; =Ax;Ay,. Fir die Ladung AQ ;. auf der Teilfliche AAj gilt

AQj zG(xj,yk)ijAyk
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»
»

Xj
Bild 11.4

Fir die Ladung AQ; auf dem Streifen AA; gilt

AQ; :Zc(xj,yk )Ax ; Ay, {Zo(xj,yk )AykJij
k k

Fiir die Ladung Q, auf der Fliche A gilt

J

Qa4 :Z[ o(x s yx )A)’k]ij
k

Im Grenzprozess einer ,,unendlich feinen® Zerlegung Ay, —0 erhélt man

ya2(x;)
Z{Zc(xj,yk)AykJAzj = jc(xj,y)dy Ax; .
- :

J J J’J(Xj)

Im Grenzprozess einer ,,unendlich feinen® Zerlegung Ax; —0 erhélt man

y2(x;) x, [ y,(x)
> jcs(x L)y |Ax; — j J'c(x, Wy |dx .
I \nx) X \nx)

Damit ist die Berechnung dieses Flichenintegrals zuriickgeftihrt auf zwei aufeinander
folgende Integrationen. Die Integrationsgrenzen bei dem Integral mit der Integrati-
onsvariablen y hingen von x ab und sind damit Funktionen von x. Die in Bild 11.3
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gezeigte Fliche A konnte man statt in der Form (11.6) auch folgendermaflen be-
schreiben (s. Bild 11.5):

A={( )|y Sy<y, Aaxi () Sx<x, ()}

Fiir das Bereichsintegral tiber die Fliche A gilt damit:

”c(x, y)dF=yj[ XZT;(x, y)dx |dy
A A
: x,(»)

>y
N )2 Bild 11.5

Die Ergebnisse lassen sich folgendermaflen zusammenfassen:

Bereichsintegrale im R* in kartesischen Koordinaten

f(x,y) seieinein AeR* stetige Funktion. Ist A gegeben durch
A={(x, y)|x; £x<x, A y1 (%) S y< y, (x)} (11.7)
mit zwei stetigen Funktionen y, (x), y, (x) , dann gilt

Xy ((y2(x)

Hf (x,y)dF = I If(x, y)dy |dx (11.8)
A

x \nx)
Ist A gegeben durch
A={(x, )|y, Sy<y, Ax () Sx<x, ()} (11.9)

mit zwei stetigen Funktionen x,(y),x,(y), dann gilt

”f(x,y)dF =yi XZT}(x,y)dx dy (11.10)
A 7 \a()

Mengen A mit der Eigenschaft (11.7) oder (11.9) heiflen Normalbereiche.
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Beispiel 11.2 Flachenmoment eines Viertelkreises

A sei ein Viertelkreis mit Radius R und Kreismittelpunkt im Koordinatenursprung:
A={(x,y)|0Sx<RA0< y<AR* —x7}
Fiir das Flichenmoment [, = J-jyzdF erhilt man

—X

R 2
1= [Jar j jyzdy a= [ |3y } ij
; 3
R
3
=§[§\/R2 —x? +§R2x\/R2 —x? +§R4 arcsin(%ﬂ

1
==R*arcsin(l) =£R4
8 16

0

Beispiel 11.3 Flacheninhalt eines Halbkreises

A sei ein Halbkreis mit Radius R und Kreismittelpunkt im Koordinatenursprung:

={(x,y)|-R<x<RA0< y<yR? —x7}
R (VRP—x* R o .
F::UdFZ_IR _[d)’ dx= _[ R2 —x2 dx—[zw/RZ —x? +Tarcsin(%ﬂ_R

-R
2 2

. R . T _»
=—-arcsin(l) ——arcsin(-1)=—R
5 @ 5 -1 5

Beispiel 11.4 Geometrischer Schwerpunkt eines Halbkreises

={(x,)|-R<x<RA0< y<yR* —x?}

Die y-Komponente y¢ des geometrischen Schwerpunktes ist

R ( VR*—x? R JR2 -2 R
Pt [ Pa|aet [0 deo i -atas
ys=g =g yay 737 . >F
A -R 0 -R -R

Fiir rechteckige Normalbereiche mit Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind

die Integrationsgrenzen Konstanten.



