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Vorwort

Die Notwendigkeit und der Zweck von Wissensspeichern in einer Zeit der sprunghaften Entwicklung
und Erweiterung der Wissenschaft bediirfen keiner besonderen Begriindung. Mit dem vorliegenden
kleinen Wissensspeicher »Hohere Mathematik — Formeln und Hinweise« soll nun den bereits vor-
handenen Formelsammlungen nicht eine weitere, sondern eine anders geartete hinzugefiigt werden.
Aufbauend auf den Kenntnissen der Elementarmathematik, an deren wichtigste Formeln und Sétze
aus Geometrie, Arithmetik und Goniometrie erinnert wird, wurden in den einzelnen Gebieten der
hoheren Mathematik nur die wesentlichen Formeln aufgenommen, die im Rahmen der Grundvorle-
sungen an den Hoch- und Fachschulen behandelt werden. Das gleiche gilt fiir die Auswahl der Inte-
grationsmethoden und Typen von Differenzialgleichungen, deren Losungswege jeweils angedeutet
werden.

Zum leichteren Aufsuchen der Formeln und Beziehungen wurde — obwohl eine Formelsammlung
kein Lehrbuch sein kann und soll — dem Wissensspeicher die Systematik eines Lehrbuches bzw.
einer Vorlesung zugrunde gelegt, und zwar sowohl im einzelnen als auch insgesamt, ohne daf3 aller-
dings Uberschneidungen und Verlagerungen ginzlich vermieden werden konnten. Die kurzgefaBten
Defnitionen und Erlduterungen am Anfang jedes Gebietes stellen Erinnerungshilfen fiir die nachfol-
genden Formeln dar. Neben der Vermittlung von mathematischem Wissen und rechnerischen Fertig-
keiten ist es die Hauptaufgabe einer Vorlesung und damit auch des Wissensspeichers, das mathema-
tische, logische Denken zu entwickeln. Beides, Systematik und Logik, sollen in erster Linie auch den
Weg weisen, auf dem man die jeweils gesuchte Formel finde kann. Wenn sich der Leser die Miihe
gemacht hat, die Formelsammlung im Uberblick zur Kenntnis zu nehmen, wird er das Gesuchte
schneller finden als es mit dem Sachworterverzeichnis moglich ist. Auch werden bewufte Erfahrun-
gen und steter Gebrauch das Auffinde beschleunigen.

Wenn an manchen Stellen auf die Literatur verwiesen oder gelegentlich ein Hinweis weggelassen
wurde, so geschah das aus Platzgriinden, da nicht zuletzt der Ubersichtlichkeit wegen der Umfang
des Wissensspeichers begrenzt werden mufte.

Es ist die Absicht des Verfassers, mit diesem kleinen Wissensspeicher allen Studierenden ein Ar-
beitsmittel in die Hand zu geben, das die Formulierung und den Ansatz mathematischer Aufgaben
und damit deren Losung erleichtert.

W. Gohler

Vorwort zur 17. Auflage

Es ist schon zu sehen, dass die vor iiber 40 Jahren von meinem Vater erstmals veroffentlichte For-
melsammlung immer mehr Studierenden das Eindringen in die Mathematik erleichtert. Mit dazu
beigetragen hat natiirlich die stindige Aktualisierung und Anpassung des Inhalts an die Bediirfnisse
der Mathematikausbildung unserer Hochschulen.

Fiir die mir dabei erwiesene fachkundige Unterstiitzung von Mathematikern der TU Bergakademie
Freiberg, insbesondere Herrn Dr. A. Bellmann, sowie Herrn Prof. Dr. Paditz von der Hochschule fiir
Technik und Wirtschaft Dresden mochte ich mich an dieser Stelle herzlich bedanken.

Mein Dank gilt auch dem Verlag fiir die gute Zusammenarbeit.

Hinweise und Vorschlidge zur Verbesserung des Inhalts oder der Gestaltung der nidchsten Auflage
nimmt der Verlag gern entgegen.

B. Ralle
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Einige mathematische Zeichen

Zeichen Erlduterung Beispiel
Analysis
Zahlbereiche
N Menge der natiirlichen Zahlen 2eN
VA Menge der ganzen Zahlen -2¢eZ
0 Menge der rationalen Zahlen 1/3€0
R Menge der reellen Zahlen V2€eR
C Menge der komplexen Zahlen l+ieC
Intervalle
[a,b] abgeschlossenes 1.: {x |x € R, a < x < b} 0 € [0,1]
(a,b) oder Ja,b[ offenes 1. {x|xER, a<x<b} 0¢(0,1)
(a,b] oder Ja,b] links offenes 1.: {x|x€R a<x<b} (—oo,cl={x|x<c}
[a,b) oder [a,b[ rechts offenes 1. {x |x € R, a < x < b} [doo)={x|x=d}

.

_—

S

Negation, »nicht«

Alternative, »oder«

Konjunktion, »und«

Implikation, »wenn. . ., S0«
Aquivalenz, »genau dann, wenn. . . «

endliche

R Menge
unendliche
Menge aller Elemente x, die die
Eigenschaft £(x) haben
Element von
nicht Element von
Gleichheit zweier Mengen
M| = M, : M} und M, haben die
gleichen Elemente
Teilmenge von,; enthalten in
M| C Mj: jedes Element von M
ist auch Element von M,
Vereinigung von 2 Mengen
M1UM2:{X‘XEM1 VXEMz}
Vereinigung von n Mengen
MiUM,U...UM,

={x|xeMVxeMV...VxeM,}

Durchschnitt von 2 Mengen
MlﬂMZ:{x\xeMl /\XGMz}
Durchschnitt von n Mengen
MiNMyN...NM,

={x|[xeMiAxeMN...Ax € M}

Differenz von 2 Mengen

M, \Mz = {x |x e M ANx gMz}
leere Menge

enthélt iberhaupt keine Elemente
Produktmenge

My x My = {(x,y) | x € Myundy € Ma}

{1,2,3}
{1,3,5,...}
{x|x>1}=(,00)

a € {ab,c}
d ¢ {ab,c}

{24} c {2,3,4}

{1,2} U {2,34} = {1,2,3,4}

{123} N {234} = {23}

{1,230\ {23} = {1}

{2.5} x {8} = {(2.8),(5.8)}



Komplexe Zahlen 1

1 Komplexe Zahlen

Imaginire Einheit i = —1 Imaginiire Zahl /—a =1i-/a (a >0)
Potenzen i =1 i¥tl=1 #+t2=_1 B3 =-_§ i"=(iy) (n=0,1,...

Darstellungsformen

z=a+bi=r(cosp+i-sing)=r-e'?
LA a Realteil von z

i b Imaginarteil von z

r Betrag von z

¢ Argument von z

a,b,r reelle Zahlen,

r=0,—n < ¢ < n (Hauptwert),

¢ bis auf ganzzahliges
Vielfaches von 2r bestimmt

Umrechnungsformeln:
a=r-cose b=r-sing
b b 0, fallsa > 0
r=+vVar+br=|z| tangp = — ¢ = arctan — + m, fallsa < 0,6 20
a4 a4 —m, fallsa < 0,5 < 0
Euler’sche Formel ¢i® = cosg + i-sing e 9 =cosp—i-sing

Addition und Subtraktion
zitzm=(@+bi)t(c+di)=(a@axc)+(bLd)i

Multiplikation
21 -2p = r1(cos @) + i-sin@y) - ra(cos @y + i-singy) =y e'? -y el
= rinleos(or + g2) + i-sin(pr + 9] =iy - X0
Division
21 " P r i(p1—
— = ~feos(pr — @2) + i-sin(py — @2)] = - W7 (£ 0)
3 N )

Potenzieren (n ganzzahlig)

(cos @ + i-sin @)’ = cos(ng) + i-sin(ng) (Satz von Moivre)
2" = [r(cos ¢ + i-sin@)]" = r"[cos(ng) + i-sin(ng)] = " ¢"?)

Radizieren (n reell)

— k-2 .. k-2 [ tk2m
/r(cos g + i-sing) = /r cosu + 1~s1nu =r-e'
n n
Einheitswurzeln
y k-2n . . k-2m k2 n=23,...)
V1 = cos " + i-sin , =e' n k=012, n—1)
Logarithmieren

Inz=1In(re®) =Inr+ i(p +2kn) (k=0,+£1,%2,..)



2 Geometrie

2 Geometrie

Sitze, Strecken, Winkel, Punkte bei Dreieck und Kreis

Winkel (an geschnittenen Parallelen)

(78] a+f =180° (Nebenwinkel) B’ Zia o Sehenkel
a’ a'=a (Stufenwinkel) - . .
. paarweise aufeinander
-@ B"=B (Wechselwinkel) A“ senkrecht stehen)
C a+p+y=180° o+ B < 180°
Br=oa+y (AuBenwinkel)
b a a<bsa<p a=bsa=p a>bsa>p
a+b>c a—b<c
a B\B: (weitere Formeln durch zyklische Vertauschung)
A ¢ B
Hohen
. Seitenhalbierenden = Schwerpunkt
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden = Mittelpfﬁnkt des einbeschriebenen Kreises
Mittelsenkrechten = Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises

Flichen- und Streckenbeziehungen

Kongruenzsitze: Kongruenz von Dreiecken (22) bei Ubereinstimmung in
1. zwei Seiten und eingeschlossenem Winkel (sws)
2. einer Seite und zwei gleichliegenden Winkeln (wsw; sww)
3. drei Seiten (sss)
4. zwei Seiten und dem der groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel (Ssi)

Ahnlichkeitssiitze: Ahnlichkeit von Dreiecken (~) bei Ubereinstimmung im (in)
1. Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
2. zwei Winkeln
3. Verhiltnis der drei Seiten
4. Verhiltnis zweier Seiten und dem der groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel

Strahlensétze Sitze am rechtwinkligen
\D' Dreieck
S4:SC =SB:SD
SA:SC" =SB:SD’ Pythagoras: a> + b%> = ¢?
AB:CD =SA:SC =SB :SD Hohensatz:  h° = pq
AB :C'D' =S4 : SC' =SB : SD' Kathetensatz: b2 = cq, a*> =cp
Kreis b
‘\
Y
- Mittelpunkts- und Peripheriewinkel S =2a
Sehnensatz ZB ’ ic = 2‘1 ’ E) Thales-Satz: Umfangswinkel iiber Durchmesser
Sekantensatz  S4 - SB = SC - SD ein Rechter

Tangentensatz SA4 - SB = ST° Sehnentangentenwinkel y = o



Geometrie 3

Fliacheninhalt (4) Umfang (U) Langen
A U (r Umkreisradius; o Inkreisradius)
Dreieck h Hohe 2s =a+b+c; weitere Formeln durch zyklische Vertauschung
1 1 . abc
Ay = EChC = Eab‘smyf 0s = e
=/s(s—a)is —b)s —c)
= azw =22 sin ¢ sin f sin y
2sina o )
s = 4rcos 7 cos 7 cosiy
_abe __a
"= 445 2sina
0 :4rsingsinésinz
2 2 2
gleichseitiges V3, V3 3 3
— .= 7 4 h=-—a r=-—a p=—7a
(b=c=a) 4 2 3 6
. . -2 2
gleichschenklig | ! » . =~ osifa  c® ho— L e — 2
(a=b+c) 24 T T S ny T g e e T VT Te
. 1 1
Viereck e,f Diagon; ¢ = L(e,f); &= 5(0{ +7) oder E(ﬂ +6), 2s=a+b+c+d
allgemein Ay=e- f-sing =/(s —a)(s — b)(s — c)(s — d) — abcd cos’ &
2 1
Quadrat a? 4a e=2a r— g“ 0= 2a
Parallelogramm | ah, = bh, 2(a +b) e =+Va?+b? fiir Rechteck
1 - h  Hohe
Trapez E(a toh=mh latbtectd alle m  Mittelparallele
. T —
Kreis w? = Zdz 2nr =mnd r  Radius
K lbr _omr o, d  Durchmesser
Sektor 2 ~ 1800 % b  Bogenlinge iiber o
! Segmentsehn
Seoment by —s(r —h s egmentsehne
g 2[ ( . h  Bogenhohe
. 3
Ellipse nab ~T [5(“ +b)—v ab} a,b Halbachsen
(Sehne durch Parabelpunkt (x1,y;)
Parabe!- —x1y;  senkrecht zur Achse
abschnitt 3 der Parabel y* = +2px)
Se6
T
Einbeschriebenes regelmiiliges Vieleck (n Anzahl der Ecken) / v \
n o, . 360° . 180° 180°
A, = 2 gin Sp = 2rsin h, = rcos — \ /
2 n n n



Geometrie

Inhalt von Oberfliiche (O) und Mantelfléiche (M), Rauminhalte (}')

(G Grundflich 4 Hohe 7R Radius s Mantellinie)
o M | 4
4
Kugel 4nR? 3R n
h
Kugelzone L P r R
bzw. -schicht 2mhR g Bt F3ri+h)
nh 5 ) h
Kugelabschnitt 2nhR A r R
(-segment) AR — ) =2 +mn h?
g = = 3-GR—h)
h
Kugelausschnitt 2 0 e
(sektor) TR(2h + 7) TR
Prisma 2G+M
Zylinder
erader
%(reiszylin der 2nr(h +r) 2nrh w2h
. 1
Pyramide 36 h
Pyramiden- h G+ Gy
G G, + M (G GGy, +Gy))~ ——=h
stumpf 1+ G+ 3(1Jr\/ 162 + G2) 2
1
~G-h
Kegel 3
gerader 1 5 N )
Kreiskegel wr(r + ) nrs 3 wrh s=Vr’+h
Th, 5, 5
gerader ) " 7(’1 +13)
Kreiskegel- 1[};‘(:_;2;’ N ns(ry + 1) %(r]z +rir + r% )~ o
stumpf TR 2+ )
. 4
Ellipsoid Jrabe
a,b,c Halbachsen
ions- 4
Ro.tatl(.)ns (Rotationuma) | =7 ab?
ellipsoid 3
Il){;ﬁ:lt)l(())ll(l) sl;l nph? (* = 2px rotiert um x-Achse; & = x)
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3 Matrizen und Determinanten

Matrix Schema von m - n in m Zeilen und n Spalten angeordneten Elementen
Typ m,n (m,n-Matrix)

Rechteckige Matrix (m # n)

ayip app  aps aip
azy daz  ax arp

A= = (@) = Ay = @i mmy = Aimn)
Aml Am2  Am3 Amn

Gestiirzte (transponierte) Matrix zu A

(Zeilen werden zu Spalten und umgekehrt)

ap dr ... Aml (AT)T = A
AT _ aypp azy ... apn _ (aki)(n,m) (A + B)T — AT + BT
.................. (AB)T — BTAT
Ay A Amn
Nullmatrix Spaltenvektor Zeilenvektor
0 0 0 “
00 ...0 - @ -
p=| = bT = (b1.ba. - .bn)
00 ...0 ay

Quadratische Matrix (m = n)

Diagonalmatrix Einheitsmatrix
dy 0 0 ... 0 100 ... 0
0 dp 0 ... O 010 ...0
D= 2 =)  E= = (8w
0 0 0 dun 00 0 1
1 fir i=k
Kroneckersymbol: & :{ 0 fir ik
Dreiecksmatrix
obere (a;; = 0 fiiri > /) untere (a;; = 0 fiiri < j)
aypy ap a1z ... dip aig 0 0 0
Do _ 0 djyy) dyz ... dyy Du _ ay; daj 0 N 0
0 0 0 Qpp anl  4p2  ap3 Ann
Symmetrische Matrix AT = A Schiefsymmetrische Matrix AT = —A

Matrix von Matrizen

Ann) | Bonp)

Ubermatrix, Blockmatrix @(mﬂ,nﬂ,) = ( Fow | Gom

) Untermatritzen A, B, F, G




6 Matrizen und Determinanten

Determinante n-ter Ordnung der quadratischen Matrix A,

Zahlenwert D,,, der sich aus den n? Elementen a;;(i,j = 1,2,...,n) der Matrix A nach gewissen
Rechengesetzen ergibt

Bezeichnung:
an a4 a3 aip
azy ax ax axn
Dy = det Aguny = [Aqun| = lag = |-
apl  Adp2  Ap3 Ann
Berechnung
a) a
Det. 2. Ordnung D, = 1 12 = ajjax; — az|ay;
a1 an
Det. 3. Ordnung (Sarrus ’sche Regel)
apl ar a ay aiz 413 | 411 4
D3y =lay axn ax ap) Caxy a3 | ax axn
a3l a3 as3 azi azy az3 |az axn
= a11a2a33 + a12a23a31 + a13a21432
—(az1ana13 + anaxan + azzazarz)
(Wert von D3 gleich Summe der Produkte der Hauptdiagonalen (- ) minus

Summe der Produkte der Nebendiagonalen (— ——))
Det. n-ter Ordnung
Adjunkten (Kofaktoren): Ay = (—1)HF . oy
ajr, die zu dem Element a;;, gehdrende Unterdeterminante (n — 1)-ter Ord-
nung, entsteht aus D,, durch Streichen der i-ten Zeile und der k-ten Spalte

Vorzeichenschema:

+ - + :

— + -

+ -+ - - - (links oben und rechts unten steht stets das Pluszeichen; Vorzeichenwech-

: sel bei jedem Schritt in waagerechter oder senkrechter Richtung)
+ - +
— + —_
+ - +
Entwicklungssatz

Eine Determinante D,, ldsst sich nach den Elementen einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln.
Dy, = andp +apdp + aidis + ...+ aidin (Entwicklung n. d. i-ten Zeile)

oder

Dy = ap Ay, + app Ao + azp Az + - - -+ app A (Entwicklung n. d. k-ten Spalte)

Beispiel: ~ Entwicklungssatz fiir eine Determinante 3. Ordnung

(Entwicklung nach der 1. Zeile)

an ap api
D3 = |ay1 axn axp|=an
az  aym a3

3 azy  ax
asp  asx

ar  ax;
asp  ass

az A
aszy  ass

= 411822033 — A11a32023 — 412021433 + A12a31423 + A13021a32 — A13A31422
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Rechenregeln fiir Determinanten (Ordnung beliebig)

1. Der Wert einer Determinante bleibt unverindert, wenn man eine Determinante an der
Hauptdiagonale spiegelt.

2. Der Wert einer Determinante bleibt unverfindert, wenn man zu einer Zeile (Spalte) eine
Linearkombination anderer Zeilen (Spalten) addiert.

3. Der Wert einer Determinante bleibt unverindert, wenn man eine Determinante rindert.
Eine Determinante wird gerdndert, indem man ihr eine Spalte und eine Zeile als »Rand« anfiigt derart, dass
im Kreuzungspunkt eine 1 zu stehen kommt und der Rest der Spalte (Zeile) die Elemente 0 erhélt. Dann
konnen die noch freien Stellen der Zeile (Spalte) mit beliebigen Elementen besetzt werden, ohne dass der
Wert der Determinante gedndert wird. (Vorzeichen beachten!)

4. Eine Determinante besitzt den Wert null, wenn eine Zeile (Spalte) nur die Elemente 0 enthlt.

5. Eine Determinante besitzt den Wert null, wenn eine Zeile (Spalte) Linearkombination einer
anderen Zeile (Spalte) ist.

6. Eine Determinante éindert ihr Vorzeichen, wenn zwei Zeilen (Spalten) vertauscht werden.

7. Multipliziert man die Elemente einer Zeile (Spalte) mit einem Faktor A, so erhilt die De-
terminante den A-fachen Wert. Umgekehrt kann man einen allen Elementen einer Zeile (Spalte)
gemeinsamen Faktor vor die Determinante ziehen.

8. Lassen sich die Glieder einer Zeile (Spalte) in die gleiche Anzahl Summanden zerlegen, so

kann die Determinante als Summe von gleichviel Determinanten gleicher Ordnung geschrieben
werden.
Umkehrung: Stimmen mehrere Determinanten in allen Zeilen (Spalten) bis auf eine iiber-
ein (etwa die i-te), so ist die Summe (Differenz) dieser Determinanten gleich einer Determinante,
die wiederum die allen gemeinsamen Zeilen (Spalten) und als i-te Zeile (Spalte) die Summe
(Differenz) der i-ten Zeilen (Spalten) der Ausgangsdeterminanten enthalt.

9. Multiplikation zweier Determinanten gleicher Ordnung (vgl. Multiplikation von Matrizen S. 8)

ap by ¢ ar B on
IstD=|a, by cp| und A=|ap By 7|, dannistdas Produkt X =D A
a3 by a3 B3 7

ajoy +brop +cres a1+ b1 +c1B3 aiyn thintan
X =|amay +bo +cro3 a1 + byfr + 23 ayn +byn+an
azoy +byop + o303 azfy +b3fy +c3B3 asyr + by +cns

Bildungsgesetz: In X ist das Glied c;;, das in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte steht, das skalare Produkt
aus den Elementen der i-ten Zeile der 1. Determinante und denen der 4-ten Spalte der 2. Determinante.

Falk’sches Schema zur Berechnung der Produkt-Determinante: z‘x
Man schreibt die 2. Determinante nach oben versetzt neben die ‘
1. Determinante, verlangert die Zeilen der 1. und die Spalten y
der 2. Determinante und bringt die Verldngerungen zum Schnitt. ‘
Im Schnittpunkt steht dann jeweils das Skalarprodukt aus den —|a b|—|aa+by aB +bs|—
Elementen der »miteinander geschnittenen Reihen«. —|c d ca+dy cB+ds|—

|
|
)

10. Kombiniert man die Elemente einer Zeile (Spalte) mit ihren Adjunkten, so ergibt sich der Wert
der Determinante.
Kombiniert man die Elemente einer Zeile (Spalte) mit den Adjunkten einer anderen Zeile
(Spalte), so ergibt sich null.



8 Matrizen und Determinanten

Rechenoperationen mit Matrizen
Addition (Subtraktion)
Matrizen gleichen Typs: Addition (Subtraktion) der entsprechenden Elemente
(ai) + (bi) = (@i + big)
A+B=B+A A+B)+C=A+B+C)=A+B+C

Ubermatrizen: Addition (Subtraktion) gleichgelegener Bldcke bei gleichartig unterteilten
Blockmatrizen

Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar (4; z; .. .):
Multiplikation jedes Elements mit dem Faktor
AA = A = (Aay) AMuA) = (Au)A = AnA
MA+B)=1A+ 1B A+ A = 1A+ uA
Multiplikation von Matrizen
Verkettete Matrizen A, ,) und B, ;)

Verkettungsvorschrifi: Spaltenzahl der 1. Matrix muss mit der Zeilenzahl der 2. Matrix iiber-
einstimmen

TByp der Produktmatrix:  mp-Matrix = A ) - Beip) = Comp) = (Cir)

n 19 Das Element c;; der Produktmatrix C = AB ist das Ska-
Cik = Z airbyi P= 08 larprodukt aus den Elementen der i-ten Zeile der 1. Ma-
r=1

k=12,....p trix und der k-ten Spalte der 2. Matrix

ar o\ g ayrbyy +apbs aj by +apnby

z.B. | ay axp (b21 bzz) = | axby1 +axnby az1biy + axnby
a1 azy az1byy + azba az1biy + azb

Wegen der Verkettung der Matrizen kann man die Produktmatrix wie bei Determinanten mit dem Falk’schen
Schema berechnen; s. S. 7

Nicht-Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes: i. Allg.  AB # BA

vertauschbare Matrizen: AB = BA
(D (2) @ @
Diag.-Matr:: Dy =(d;;) , Dy =(d;;) DD, = D,Dy =D = (d;; - dy)
(AB)C = A(BC) = ABC
(A+B)C=AC+BC A(B+C)=AB+AC
(A+B)(M+N)=AM+AN+BM+BN  (AB)! = BTAT

Multiplikation von Ubermatrizen

1. Verkettung der Ubermatrizen
Erweiterte Verkettungsvorschrift: ¢ 2. Verkettung entsprechender Untermatrizen:
Spaltenzahl des 1. Faktors = Zeilenzahl des 2. Faktors

(n Sp.) (p Sp.)
AN A=

( A(m,n) | B(m,p) ) < P(n,q) | Q(n,s) > }n-Z- _ ( Um, Vm,s >
Fony | Gop) ) \ Rpg) | Sy ) Y P2 Weg) | Xes)

mit U=AP+BR,..., X=FQ+GS
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Determinante einer Matrix und Berechnung der inversen Matrix
Regulire Matrix |A| # 0 Singulire Matrix [A| =0
Fiir Determinanten von quadratischen Matrizen gilt:

Al = |AT] |AB| = [A[ - [B] IBA| = |AB|

Die zu A inverse Matrix A~! mit der Eigenschaft: AA™l = A~1A =E

T
Ay A .. A Ay Ay oo Anm
-1 Ay Ay ... Ay | 1 Ayp Ay ... Ap | Ai sind die Adjunkten
detA | ..ol TdetA| e von |A|
Anl An2 Ann Aln AZn Ann
(Afl)fl — A (Afl)T _ (AT)fl (AB)il _ B*IA*1

ADH = @A HT diezu A kontragradiente Matrix

Sonderfall:

M regulir, Blocke in der Hauptdiag. (A,G) quadratisch

M) = <A(ﬁ;p) B(pin—p) ) und M(Zln) = (P(p;p) Qpin—p) )
Fo—pip)  Go-pin—p) ’ Ro—pip)  Sti—pn—p)

Berechnung der Untermatrizen von M~V in folgender Reihenfolge:

1. A7

2. $=(G-FA'B)"!
3.Q=—-A"'BS

4. R =—SFA~!
5.P=A"1(E-BR)

Rang einer Matrix A,,,,:  r(A)
Maximalzahl der linear unabhéngigen Zeilen oder Spalten

F(Apny) S min(mn)  r(D)=0  Vektor: r@) =r(b") =1

. . . (D) Anzahl der von null verschiedenen
Diagonal- und Dreiecksmatrix: r(Dy) p = Hauptdiagonal-Elemente
r(Dy)

Der Rang einer Matrix fndert sich nicht, wenn folgende elementaren Umformungen vorge-
nommen werden:

Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten;
Anderung der Reihenfolge von Reihen;
Addition des skalaren Vielfachen einer Reihe zu einer Parallelreihe
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Spezielle Determinanten

Wronski’sche Determinante

S1(x) S2(x) L) )
fi) [() FE{C) BT, M)
w—| A® A A o &

A0 A7 AT@ A
Bei W # 0: lineare Unabhiingigkeit der Funktionen f1,f5,...,fu;

es ist die Linearkombination C) f](x)+Cy f2(x)+. . .+C,, fu(x) = Onurdann, wennC; = C, = ... =C, =0
ist (C; Konstante)

W = 0 ist notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir die lineare Abhéngigkeit der Funktionen
f1, ... fn; nur wenn f1, .. .,f, Losungen einer linearen homogenen Dgl. sind, ist /' = 0 notwendige und
hinreichende Bedingung.

Vandermonde’sche Determinante

1 1 1
X X X3 .. X (v2 = x1)(x3 — x1)(xq — x1) ... (X0 — X1)
N 5 5 9 X(x3 — x2)(x4 — x2) ... (Xn — X2)
v =|* X3 X3 Yno =
............................. X(xn X 71)
xf 1 x’z’f1 xg’fl x},’fl "

Funktionaldeterminante (s.a. S. 69/70)

Hinreichende Bedingung fiir die Umkehrbarkeit der Transformation

_ - x = x(u,v,w) u = u(x,y,z)
o x((uw) o P b =) o 0= o)
y =) v =v(xy) z = z(u,v,W) w = w(x,),2)

ist, dass die Funktionaldeterminante
ox(u,v)  Ix(u,v)
d(x,y) _ du ov _ | Xu X £0
o(u,v) W(u,v)  WUV) |~ vy Yo
Ju v
bzw.

ox(u,u,w)  ox(u,u,w)  Ox(u,v,W)

ou v ow X, X, x
oxy2) _ | yuuw)  dy(wuw)  oy(wouw)| _ [T T
= = Yo yw|#0
(u,v,w) ou ov ow
oz(uw,w)  dz(uv,w)  dz(u,v,w) Zu Zv Zw
ou ov aw
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Anwendungen

Losung von linearen Gleichungssystemen

m  Anzahl der Gleichungen n  Anzahl der Variablen

X1 Cl
a a e a
apxy +apxy +... +apx, =c ! 12 i X 1)
_ az a c.. Ay _
a1X] +axnXy + ... +ayXy =c 1=
........................... " u T
A1 X1+amX2+ .. FAmpXn=Cm ml m2 m Xn Cm
K X = ¢
inhomogenes System: mindestens ein ¢; von null verschieden
homogenes System: alle ¢; = 0; i=12,...,m
K Koeffizientenmatri (K@) erweiterte Koeffizientenmatri
Lésbarkeitskriterium r(K) = r(K¢) = o
o0 =n: genau eine Losung
0 < n: punabhingige Gleichungen heranziehen;
n — o Variable frei wéhlbar (freie Variable)
m=n
detK #= 0 o = n; regulires Gleichungssystem
Homogenes System nur friviale Lésung xj =xp; =...=x, =0
Inhomogenes System
Losungsverfahren
elementar: Additions-, Einsetzungs-, Gleichsetzungsmethode
mit Matrizen: X =K1
Cramer 'sche Regel
app ... Aapg-1 €1 Aygyr --- dip
= Di _llan ... @y ¢ g - G
det K K | oo
apl -+ Auk—1 Cn Aujy1 --- Ann

(Dy, entsteht aus K, indem man anstelle der Koeffiziente von x; die entsprechenden Absolutglieder der
rechten Seite setzt)

detK =0 vgl.o<n
Homogenes System nichttriviale Losung genau dann, wenn det K = 0

Inhomogenes System vgl. o <n

m#*n 0 = min (m,n)

m<n (e<m) o Variable aus (n — p) freien Variablen (Parametern) berechenbar
m>n (0=n)
m — p Uiberzdhlige Gleichungen
es existieren ¢ oder
widerspriichliche Gleichungen (keine Losung)
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Allgemeines Losungsverfahren

Gaufi’scher Algorithmus (Eliminationsverfahren)

1. Variable x,x;, ... schrittweise so eliminieren, dass sie nur in einer Gleichung (Eliminations-
gleichung), nicht aber in den anderen auftritt; so entsteht das zum Ausgangssystem dquivalente
gestaffelte System (= Eliminationsgleichungen + letzte Gleichung).

X1 +2x+3x3=2

Schema s. Beispiel X — X —5x3=0
2x14+3x+ x3=1

*  Eliminationsgleichung il *2 *3 ¢ D

(a) Faktor, mit dem die Eliminations- 'l 2 3 2 8 =D(=2)
gleichung multipliziert und zur ent- 1 -1 =5 0 -5 l
sprechenden Gleichung addiert wer- 2 3 1 1 7 l
den muss.

> Spalte der Zeilensummen als Kon- .,0 -3 -8 -2 -3 1
trollspalte wie die anderen Spalten 0 -1 =5 -3 -9 (=3)
behandeln. 0 7 7 14

2. Aus gestaffeltem System schrittweise Tx3 =17 x3=1
die Losung bestimmen. —xp —5x3=-3 X =-2

X1 +2x +3x3 =2 x1 =3

Austauschverfahren

Vom Gleichungssystem K - X = ¢ in der Nullform K - X — € = 0 zum System der Funktionen
y = K- X — ¢ iibergehen.

Die abhéngigen Variablen (y;) sind der Reihe nach mit den unabhéngigen Variablen (x;) aus-
zutauschen. Aus dem Ausgangsschema (s. Beispiel) entsteht ein neues Schema jeweils nach
folgenden

Austausch- und Berechnungsregeln:
3x17x2:9 y1:3X17XQ79

1. Kontrollspalte (Pr) anlegen Xy 4 2%y = —4 V2= X +2x +4

Element = 1— Zeilensumme

2. Pivotelement| p | wihlen X1 % 1 Pr
Auswahlprinzip:
betragsmidfig grofites Element der Spalte wihlen oder — y; 3 -1 -9 8
(wie im Beispiel) die rechentechnischen Vorteile einer
»l« nutzen r2 2 4 —6
(s.a.S. 14. 0.) ' ' ' ) K " 2 4 6
3. Abh. Variable der »Pivotzeile« (PZ) mit unabhéing.
Variablen der »Pivotspalte« (PSp) austauschen (p im yz X 1 Pr

Schnittpunkt von PZ u. PSp).
1
4. Anstelle von p setze —. » 3 -21 26

P
5. Restliche Elemente der PZ und Pr durch (—p) teilen X1

1 -2 —4 6
und gleichzeitig in Kellerzeile (K) des Ausgangssche- 3 26
mas eintragen. K = * -3 —
6. Elemente der PSp durch p teilen. 7 7
7. Auf alle anderen Elemente (einschlieBlich Pr) »Recht- ) n 1 Pr
eckregel« anwenden:
Altes Element plus Produkt aus Kellerelement der zu- 3 _1 _3 26
gehorigen Spalte und Element der PSp der zugehorigen 7 7 7
Reihe. . 1 2 ) 10
8. Nach Erschopfung der Austauschmoglichkeiten alle ! 7 7 7

yi = 0 setzen und Losung aus letztem Schema ablesen.
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4 Lineare Optimierung

(Bezeichnungen und Kennzeichnungen von Vektoren und Koeffizienten die Art der Normalform und der

(m + 1)-ten Gleichung des Simplex-Tableaus sind in der Literatur uneinheitlich)

Lineare Optimierungsaufgabe (LOA)

Allgemeine Form

. . . Maximum
Zielfunktion z=c1x1 +cXo+ ... +cpxp —  Optimum { Minimum
(ZF)
Nebenbedingungen —aj1x| +apxy +...+apxp %bl
(NB)
(Restriktionen) Am1X1 + AppXy + . FampXp %bm
Nichtnegativitdts-
bedingungen x; 2 0; i=12,...,p oder
(NNB) i=12,....0k (k<p)
Normalform, Standardform (NF) s. Hinweis S. 14 oben
ZF  z=cix] +cxp + ... + cpxy — Max z = ¢1X — Max
apx) +apxy + ...+ apxn=b; oder 51)61 +52x2+...+5nxn =b
NB oo N CIE A SE S
A1 X1 Fap X2+ .+ ApnXn= by, A X=b
NNB x; = 0; i=12,...n X220
b; 20,  j=12,...n b>0
X1 = (xp,x2, -+ %)
T =(cr,e2,. .. .n) Kostenvektor cj: j=12,...n Kostenkoeffiziente
5}- = (a1),a2),- - -,amj) Aktivitdtsvektoren ap ... ap
bl = (b1,b2, ... ,byw)  Erfordernissvektor A= s Koeffizientenmatri
Aml --- Amn

Kanonische Form der Nebenbedingungen in geordneter Schreibweise (KF)

XB1 FYLm1XNL -+ VI XNa-m = b1
X2 AV2me1 XN+ oo+ Y2uXN g = b2

- - ST R _
Xp = (XB1XB2, - - - XBm) Xy = (W1AN2, -+ - XN ) b = (51,02, .. bm)
xp; Basisvariable (BV) xnj Nichtbasisvariable (NBV)

(i=12,....m) G=12...n—m)

Uberfithrung der Ausgangsform einer LOA in die NF bzw. kanonische NF

1. Einfithrung der NNB

falls ein x; nicht eingeschrankt: x; = x; — x;" mitx; 20, x[* 20

(Da die Anzahl der Variablen so klein wie mdglich sein soll, x;* fiir alle & gleich xo wihlen.)
2. Uberfiihrung in eine Maximierungsaufgabe

bei z = €TX — Min Ubergang zu —z = A= —(€7X) — Max
3. Einfiihrung nichtnegativer rechter Seiten der NB

NB mit negativer rechter Seite mit (—1) multiplizieren

E(m)iB + Y(m,n—m)iN =b
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4. Uberfiihrung von Ungleichungen in Gleichungen
Schlupfvariable x;: axi + ... +apx,<d  — aixy + ..o apx, +xg =d
aixy + ... fapx,2d  — aixy + ..o+ apx, —xg =d
cSaxi+...+apx, <d {051X1+...+0(px1,—xs_6
aix) + .o+ apx, +xg =d
5. Uberfiihrung der NB in die KF
Pivotoperation (Eliminationsverfahren wie bei Gaufl’schem Algorithmus): x; so eliminieren, dass sie nur in
Pivotgleichung mit Koeffizien » 1« auftritt; dazu Pivotgleichung durch Pivotelement (= Koeft. von x;) teilen
und x; in allen anderen Gleichungen in bekannter Weise eliminieren.
6. Umnummerierung der Variablen bzw. Koeffiziente

Losung einer linearen Optimierungsaufgabe (LOA)

Wird in der Normalform die Zielfunktion minimiert, ergeben sich gegeniiber der hier gewahlten Darstellung
Umkehrungen von Vorzeichen und Abdnderungen von Maximum in Minimum und umgekehrt. Die betroffenen
Stellen, Zeilen oder Spalten sind durch »(e)« gekennzeichnet.

Losung NB
X = (x1,%2, . ..,X,) heiBt ¢ zuldssige Losung d.LOA, wenner ¢ NB u. NNB erfullt
zuldssige Optimallos. ZF maximiert, NB u. NNB

1. Kanonische Form der NB bereits vorhanden oder herstellen (s. obenu. S. 15/16)
Basislosung (BL): B
X} = g1 xgm) = 01.bos. .. b)) =b fir xy;=0 G =0) G=12...0—m)

zuliissige Basislosung (zul. BL): x3; =0 fir b; 20
nicht-degenerierte zul. BL: xgi >0

2. Erweiterung der kanonischen Form der NB um eine Gleichung:
aus KF BV ausrechnen und in ZF einsetzen; dann entsteht zu

E;"B + WN =b
m —
Z+ Ymtlm+1XN1 + - oo T Vi L nXNp—m = 20 = Ym+1,0 = 2 cpi - b;

m i=1
Ymyl,j = 2 CBi * Vij — Cj» wenn x; NBV Yms1j =0, wenn x; BV
i=1

relative Kostenkoeffiziente (rel. Ko.-K.) =Koeff. der NBV Xy; in der (m + 1)-ten Gleichung der
erweiterten KF der NB
Aufstellung des Ausgangs-Simplextableaus fiir die erweiterte kanonische Form
(Bedeutung der Spalten oben, Bedeutung der Zeilen rechts angefiihrt)

w

Nr.d. | Nr. | Ko.- B
Glchg. | d. | Koeft. | b; Koeff. der Var. x;
BV | d. BV
0 1 2 | n Nr. der Var. x;

Gl BV | ¢p; c ) oo en Ko.-Koeff. der Var. x;

1 Bi | cpi by =y10 |y Y12 <o | Yin Koeff.-Matrix der KF:

2 By |cm by =y |yu Y2 oo | Yon
In der zu einer BV xp; = x; geho-
renden Spalte steht stets der ent-
sprechende Einheitsvektor

m By, CBm Em =VYm0 | Ymil Ym2 <o | Ymn

m+1 Ym+1,0 V1) | Vw12 | - | Ymi1n | rel Ko.-Koeff.

(Oftmals wird in der Literatur ein verkiirztes Simplextableau verwendet, das in seinen Spalten nur die Ko.-
Koeff. und Koeff. der NBV xy; enthélt. Die ausgetauschten Variablen miissen dann aber bei jedem Schritt
neu eingetragen werden.)



