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2. Mathematische und elektrotechnische Grundlagen

Im folgenden sollen einige speziell fiir die Leistungselektronik wichtige Grund-
lagen der Mathematik und Elektrotechnik zusammengefalit werden, die erfah-
rungsgemil sehr oft in rein mathematischen bzw. elektrotechnischen Fachern
hochstens gestreift werden.

2.1 Mathematische Grundlagen

Fiir die Leistungselektronik und hier speziell z. B. fiir die Berechnung von Lei-
stungen, Netzriickwirkungen und Funkstdrungen von grofiter Bedeutung ist die
Fouriersche Reihendarstellung, die wiederum die Anwendung trigonometrischer
Beziehungen (vgl. Anhang 2A) in groBem Umfang erfordert. Deshalb wird im fol-
genden zunéchst die Fouriersche Reihenentwicklung mit Beispielen aus der Lei-
stungselektronik besprochen.

2.1.1 Fouriersche Reihen
2.1.1.1 Allgemeine Formeln

Liegt eine Funktion f(x) vor, die eine Periode @7 hat, soda$ also

fx+o1) = f(x)

gilt, so kann man die Fouriersche Reihe wie folgt anschreiben:

fx) = % + Y (aycos v+ by sinvx), @.1)
v=I
wobel
> X0+ @OT
= — vdx; v:0717...’°° 2.2
ay = / f(x)cosvx (2.2)
X0
und
) X0+ OT
by = — invxdy, v=1,... 0. 23
V= / f(x)sinvxdx (2.3)

X0
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2.1 Mathematische Grundlagen 7

Der Ansatz % in f(x) ermoglicht die einheitliche Schreibweise der ay. Bezieht
man sich auf elektrische Vorginge, so wird x bekanntlich meist als ¢ geschrieben,

wobei

_27r

T 2.4)

die Kreisfrequenz darstellt. Die Periode ist nunmehr @7 = 27 statt wie eben @7.
o7 soll ausdriicken, daf} selbstverstindlich die Periode nicht immer als 27 ange-
nommen werden muf}, was besonders bei der in der Leistungselektronik héufig
vorkommenden Analyse von sich innerhalb einer Netzspannungsperiode 7" mehr-
fach wiederholenden Vorgéngen von Bedeutung ist.

Setzt man aber speziell ®T = 27, so wird

flor)= % + Z (aycosvot + by sinvor) (2.5)
v=1
mit
1 oty+21m
a = / flor)dot (2.6)
[Qln))
und allgemein
1 Wtg+27
ay = p / f(or)cosvordot 2.7
()19}
sowie
1 oty+21
by = - / flot)sinvordot. (2.8)
[Qln))

Man beachte, daB der urspriingliche Faktor 2/@7 hier zu 2/ 0T = 1/7 wird. Fer-
ner sei darauf hingewiesen, daf} k stets die Folge der natiirlichen Zahlen angibt
(meist inklusive 0, was sich jeweils leicht, falls nicht eigens angeschrieben, aus
dem Zusammenhang ergibt; somit k = (0,)1,2,3,...). Vv ist ein etwas allgemei-
nerer Index und nimmt oft nur diejenigen Werte an, die zu Harmonischen mit
Amplituden # 0 gehoren. So kann z. B. v = 2k + 1 notiert sein mit k =0, 1,2, 3,
sodaB nur ¢y, c3,c¢s,...# 0; d.h., bei einer Grundschwingung mit f; = 50 Hz exi-
stieren hier nur Oberschwingungen mit f3 = 150 Hz, f5 = 250 Hz etc. Siehe hiezu
die spéiter folgenden Beispiele. Andere Indizes als k und v sowie spezielle Aus-
nahmen beziiglich der Verwendung von k und v sind separat gekennzeichnet, falls
Verwechslungen vorkommen konnten.
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Andere Schreibweisen der Fourierschen Reihen sind

flot)=co+ Z cysin(vor + @y) 2.9
v=1
mit
ey =/ + b2, CO:‘;—O (2.10)
sowie 4
tan(pv:b—v (2.11)
v
und in komplexer Form
foo _
flor)="Y cev (2.12)
V=—o0

mit

2r
1 . (ay—jby)/2  fir v>0
r_ L jvor _ v v
‘v 2n/f(“”)e dot { (ay+jby)/2 fir v<o. 13
0

Letztere Beziehung zwischen den ¢/, und den ay, by, 1Bt sich leicht durch Betrach-
tung der k-ten Teilschwingung

fi(ot) = ai coskwt + by sinkwt

zeigen.
Durch Umformung wird

ejkwt 4 e—jkwt ejka)t _ e—jkwt
wt) = b . 2.14
fi(ot) = a; 5 + b 2 (2.14)
Bezeichnet man nun die Faktoren von e=/k®" mit ¢4, so wird
—ib
¢, = % (2.15)

und

*Man kann z. B. stets ¢, > 0 definieren oder aber auch negative Vorzeichen zulassen, um so manchmal
(z.B. in den Gln. (2.43)...(2.55)) das Anschreiben allgemeiner Ausdriicke zu erleichtern — in Zusam-
menwirken mit ¢, muf} das richtige Ergebnis in Gl. (2.9) entstehen (d. h., bei Vorzeichenumkehr in cy
muB ¢, um 7 veriindert werden). Im Text wird deshalb oft |cy| geschrieben, um positives Vorzeichen
bei ¢y anzudeuten. Dabei auftretende Wurzelausdriicke sind positiv zu nehmen.
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I ay + jby _ ag—Jjb_y

C—k 2 2 — Ck’ (216)
da einerseits alle ay, by, reell sind und
ay = da—y, by = —b_y, (2.17)

was sich leicht durch Betrachtung von Gln. (2.7) und (2.8) ersehen 14dft. ¢ bedeutet
die konjugiert komplexe Zahl zu c.

Ebenso gelten nun, falls man die Indizes r bzw. i fiir die Kennzeichnung von
Real- bzw. Imaginérteil verwendet,

ay =c\, +c_, =2Relc,] =2¢y, (2.18)

und

by, = J(c/v —c’_v) = —ZIm[C/v] = —2¢v;, (2.19)

was ebenso wie die vorherige Betrachtung zeigt, daf bei Darstellung in einer kom-
plexen Reihe die positiven und negativen® Frequenzen v bzw. —v® jeweils mit
der halben Amplitude behaftet sind; dies 146t sich (exakt) allerdings nur fiir b, =0
aussagen, da ja sonst reelle und komplexe GréBen verglichen wiirden.

Man erhélt weiters mit Gl. (2.10) fiir v £ 0

cv=\Ja3 + 03 =2\/c3, ek =2 lel 2. (2.20)

2.1.1.2 Spezielle Funktionen bzw. Symmetrien (Abb. 2.1)
a) ap=0. (2.21)

Dieser Fall tritt auf, wenn die untersuchte Funktion eine sogenannte reine Wech-
selgrofle ist, wenn also die in jeder Periode vorkommenden positiven und negati-
ven Fldchen (in elektrischen Systemen z. B. Spannungs- oder Stromzeitflachen)
gleich grof} sind.

b) Gerade Funktion. Ist

f(—or) = f(or), (2.22)
wie z. B. bei f(wt) = cos oz, so gilt
T
av:%/f(a)t)cosva)tdwt fir v=0,1,2,...,
0
by =0 fir v=0,1,2,.... (2.23)

*Negative Frequenzen sind hier RechengréBen und sollen keine physikalische Deutung erfahren.
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Man beachte, daf die Periode 27 (auf Grund der Wahl eines Winkels als Integra-
tionsvariable) einer Periode T bei Wahl von ¢ als Integrationsvariable entspricht,
sodaB als Faktor vor dem Integral hier 2/7 steht, andernfalls 4 /7.

fuwey} il
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wi, \/ Wl Pl ~JT 7E 27
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A
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-7 |—\ 27wt -7 T in wt
il \/
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fiive) | Fwt)
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| |gz -
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r

Abb. 2.1. Illustration der speziellen Funktionen nach Abschnitt 2.1.1.2. Die Buchstaben a bis f korre-
spondieren mit den entsprechenden Unterabschnitten.

¢) Ungerade Funktion. Ist
f(—ot) =—f(wr),

wie im einfachen Fall von f(wr) = sin oz, so gilt

av:(),
2 V3
bv:E/f(a)t)sinthdwt,
0
v=0,1,2,....

d) Fiir
flot+7m) =—f(or)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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gilt
2 T
i = = / F(or)cos|(2k+ 1)ar] dor,
0
ayc =by =0,
2 T
b = = / F(or)sin](2k + 1) @r] door
0
(firk=0,1,2,...).
e) Ist
flot) = f(~ot)und f(ot + ) = —f(o1),
so gilt
by = ay =0,
4 /2
g =~ / Foor)cos|(2k + 1) o] dor,
0
k=0,1,2,....
f) Ist

flot) = —f(—ot) und f(wt+ ) = —f(wt),

so erhélt man
ar = by =0,

/2
4
by = p /f(a)t) sin[(Zk—l— 1)601] dot,
0

k=0,1,2,....

11

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Oft ist es zusdtzlich giinstig, die zu analysierende Funktion mit den Cosinus-
und Sinus-Schwingungen der verschiedenen Frequenzen zu vergleichen. Man sieht
dann oft sofort (bzw. kann man so die Fourieranalyse iiberpriifen), dall verschie-
dene Fourierkoeffizienten null sind, da die entsprechenden Schwingungen nicht
mit der zu untersuchenden Funktion korrespondieren. So sieht man z. B. bei der
Funktion nach Abb. 2.1f, da} sin w¢ mit der zu untersuchenden Funktion iiberein-
stimmt, wihrend sich sin2 @t gerade umgekehrt verhélt. {sin2®t hat gleichen Ver-
lauf in den Intervallen [0, ] und [7, 27], wihrend f(w?) nach Abb. 2.1f ebenso
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wie sin®t in diesen Intervallen zwar die gleiche Form, aber mit wechselndem
Vorzeichen, aufweist. }

Die (verbleibenden) Fourierkoeffizienten # 0 konnen in vielen in der Leistungs-
elektronik vorkommenden Fillen graphisch bestimmt werden [2.18], [2.19]. Dies
gilt insbesondere fiir selbstgefiihrte Wechselrichter, deren Ausgangsspannungen
in den verschiedenen Zeitintervallen konstant sind. Weiters wechseln die Span-
nungsniveaus meist bei Vielfachen von 30°, sodal man die bei der Berechnung
der Fourierkoeffizienten auftretenden Integrale abschnittsweise durchfiihren und
sich hiebei die Tatsache zunutze machen kann, daf} die Fldchen unter den Sinus-
(bzw. Cosinus-) Funktionen in verschiedenen Intervallen gleich % sind (Abb. 2.2).
Oft aber konnen andere Funktionen durch abschnittsweise konstante Werte ange-
nihert werden.

rres)
e
7 2y
2
/A\ % N
g £ X K LR S X
gy Fv 2y J3¥Y sy v

Abb. 2.2. Flicheninhalte unter der Sinuslinie zur vereinfachten graphischen Berechnung von Fourierko-
effizienten

Praktisch geht man nun folgendermalien vor:

1. Zeichnen der zu untersuchenden Funktion mit einer Einheitsamplitude;
2. Zeichnen eines Einheitssinus mit der Frequenz der Grundharmonischen;
3. Bildung des Integralprodukts fiir die Grundschwingung;
4

. Zeichnen eines Einheitssinus fiir die zu bestimmende Harmonische mit der
entsprechenden Frequenz;

5. Bildung des Integralprodukts fiir die jeweilige Harmonische unter Beriick-
sichtigung der negativ zu zéhlenden Fléichen;

6. Das Verhiltnis der beiden Integralprodukte ergibt das Verhéltnis der Harmo-
nischen zur Grundschwingung.

Abbildung 2.3 zeigt zwei Beispiele. Hiebei wire zu beachten, daf bei beiden
Funktionen der vorhin zitierte Fall f) vorliegt. Der Uberpriifung halber sollen aber
alle Harmonischen berechnet werden. Allerdings sieht man sofort, daf} eine Unter-
suchung des Intervalles [0, 7] geniigt, wie dies bereits bei Fall ¢) gemacht wurde.
Die in Abb. 2.3 eingetragenen Ergebnisse miissen dann mit dem Faktor 2/7 verse-
hen werden (siehe Gl. (2.25)).
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Abb. 2.3. Beispiele zur graphischen Auswertung der Fourierkoeffizienten. Die Einzelanteile der Sinus-

flichen speziell fiir die Intervalle gleichbleibender Amplitude von f> (®t) sind unter den Kurven sin vt

angegeben, miissen aber noch mit dem jeweiligen Wert von f,(@t) multipliziert werden, um die Fou-

rierkoeffizienten zu ergeben. Fiir f| (or) vereinfacht sich die Rechnung, weil man nur die Summe aller
Einzelanteile der Sinusflichen addieren muf3.

2.1.1.3 Wichtige Fourierreihen

Im folgenden sollen einige grundlegende Funktionen allgemeiner Natur und sol-
che, die in der Leistungselektronik speziell von grofer Bedeutung sind, analysiert
werden. Weitere Fourieranalysen finden sich bei den entsprechenden Schaltungen,
sofern diese Analysen mehr von spezieller Bedeutung sind (z. B. S. 313f., 492f.).

2.1.1.3.1 Allgemeine Verldufe

A. Rechteckschwingungen
Es handelt sich hiebei um die vereinfachten Formen der Strome leistungselek-
tronischer Schaltungen. Die Vereinfachungen betreffen Idealisierungen beziiglich
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der Transformatorstreuungen (= 0) und bedeuten Lastinduktivitét = oo, wie dies in
Kapitel 4 niher erldutert ist. Formen mit nur positiven Werten treten z. B. bei Ven-
tilstromen netzgefiihrter Schaltungen auf, solche auch mit negativen Werten bei
Transformatorstromen (siehe Abschnitt 4.2, speziell Tafel 6.1). Aber auch z. B.
Ausgangsspannungsformen selbstgefiihrter Wechselrichter werden durch Formen
wie in Abb. 2.4 dargestellt (man muB nur / z. B. durch U, ersetzen, siehe Span-
nungsformen z. B. in den Abschnitten 4.3 und 5.6).

z z
Ve Vg

wit wi

7T or T 27T

a _ b
Zz Z
4

‘1ee

| Z2p |\ oz wi

Abb. 2.4. Rechteckschwingungen. a und b Tastverhiltnis %*, ¢ allgemeine Form eines Ventilstro-
mes (idealisiert), d allgemeine Form des Transformatorstromes einer leistungselektronisehen Schaltung
(idealisiert). Beziiglich Verschiebung in Richtung wr oder i-Achse siehe Abschnitt 2.1.1.4C

Die Fourierkoeffizienten ergeben sich zu Abb. 2.4 wie folgt:

I
a  c=N_21 ay =0, pw=123,..., (2.32)
2 2
21
cv=by == v=2k+1, k=0,1,2,3,..., (2.33)
ay I
b) Cozjzz, b”:O, IJ,:1,2,3,...,

21
Sl v=4k+1, k=0,1,2,3,...,
TV
Cv:av: (2.34)
1
_ Sl Vv —4k+3, k=0,1,2,3,...,
TV

*Das Tastverhiltnis (v bzw. D) gibt die Dauer des Wertes i = I im Verhiltnis zur ganzen Periode an.
Nur bei Sinusschwingungen soll die Amplitude als [ bezeichnet werden, hier ist sie I (gelegentlich auch
als ,,Dachwert™ oder ,,Plateauwert™ bezeichnet, vgl. Abschnitt 11.3.4.3). Bei groBen Leistungen wird oft
v (von ,,Verhiltnis“) verwendet, bei kleineren Werten (wie z. B. bei Schaltnetzteilen, Kapitel 11 und 12)
international meist D (von ,,.Duty Cycle®).
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I
o c=N_1 by=0, w=123,..., (2.35)
22
2 si
ev—ay =2V 03 (2.36)
T \%
4 =0, 4y =0, H=0,1,23,..., (2.37)
Al
cV:bV:;COSVWP; Vv=2k+1, k=0,1,273,.... (2.38)

Untersuchungen zu verschiedenen Werten von ¢ in Gl. (2.38) und zu weiteren
Rechteckschwingungen werden in Abschnitt 5.6.4 (Tab. 5.1 ...5.3) durchgefiihrt*.

B. Trapeze
Sind in den Transformatoren Streuinduktivititen > 0 vorhanden, so erhalten die
Stromflanken endliche Steilheit und konnen durch Abb. 2.5 angendhert werden.

;4
a @
7
q (3) (z)
1 W \
/ \X wl
TN\ Vier
\ /,
Y \
a &

Abb. 2.5. Niherung realer Stromverldufe leistungselektronischer Schaltungen durch Trapeze (Beispiel:
Primirseite einer einphasigen Mittelpunktschaltung, siche Kapitel 4, z. B. Abb. 4.38). a allgemeiner
Winkel ¢, b fiir ¢ =0°
Die Analyse ergibt beim allgemeinen Verlauf (Abb. 2.5a)

co=0,

41  si — si
_ sinve —sinve v=2k+1, k=0,1,2,... (2.39)
n(a— @) v

bzw. im speziellen Fall (Abb. 2.5b, ¢ = 0°)

CV:bV

co=0;

4] sinva'

cv=by=——=  v=2%+1 k=012... (2.40)

*Legt man die Funktion @ wie in Abb. 2.4a und d, kann man von Sinusansatz sprechen, weil nur die
Sinusglieder in der Fourierreihe # 0 sind (also alle ay, = 0; = 1,2,...;¢c0 = ‘%0 = 0 bei Abb. 2.4a), bei
Abb. 2.4b und c hingegen von Cosinusansatz (aus analogem Grund; by, = 0; u =0,1,2,...). Man sieht
daraus auch, wie sich die Fourierschen Reihen bei Verschiebung der Achsen verhalten.
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Fiir letzteren Fall ergibt sich z.B. ¢; = 1,221 fiir & = ©/6; die Grundschwin-
gungsamplitude geht also (analog zum Rechteckimpuls, Abb. 2.7) noch iiber das
Trapez hinaus.

Hinweis: Aus den bereits gemachten und noch folgenden Analysen ist zu sehen,
daf} Funktionen mit unendlich steilen Flanken Fourierkoeffizienten aufweisen, die
wie 1/v gegen 0 gehen, wihrend solche mit Flanken endlicher Steilheit Koeffizi-
enten haben, die etwa wie 1/v? gegen 0 streben. Dies ist schon dadurch klar, daB
eine Sprungfunktion (O fiir # < 0, 1 fiir # > 0) ein Spektrum der Form 1/v aufweist
und Formen der Abb. 2.4 aus zeitverschobenen Sprungfunktionen zusammenge-
setzt werden konnen.

Diese Aussage gewinnt besonders bei elektromagnetischen Beeinflussungen
(EMB, Kapitel 7) an Bedeutung, da zufolge des Induktionsgesetzes

di
e= —LE
bei
. I .
iy = v sinvot, 2.41)
somit
ey = —wLIcosvwt (2.42)

von der Ordnungszahl unabhiéngig wird und die Beeinflussungen bis zu unendlich
hohen Frequenzen reichen. Dieser Fall tritt in der Realitét nicht auf, da unendlich
steile Flanken praktisch nicht vorkommen. Man kann aber so plausibel erkléren,
daB je steilere Flanken auftreten, desto groflere Storungen durch elektromagneti-
sche Beeinflussungen entstehen; vgl. Abschnitt 7.1 und Unterschrift zu Abb. 11.4.

C. Aus Rampenfunktionen zusammengesetzte Spannungsformen

Der Vollstindigkeit halber sollen hier noch Funktionen untersucht werden, wie
sie z.B. bei Steuerschaltungen der Leistungselektronik, aber auch in den Lei-
stungskreisen selbst (z. B. Gleichstromsteller, Abschnitt 4.3) vorkommen kénnen.

Als Rampenfunktion wird eine Funktion, die linear mit der Zeit ansteigt bzw.
abfillt, definiert.

Die Analyse ergibt mit jeweils k =0,1,2,3,... zu Abb. 2.6:

U 1

2 V2’ v=4k+1,
a) cp=0 ey =by = (2.43)
8U 1
8U 1
b) cp=0 Cyv=ay=—5 5} v=2k+1, (2.44)
=V

*Wiirde nur ¢, > 0 zugelassen, miiite man in diesen Ausdriicken den Absolutbetrag nehmen.
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Abb. 2.6. Spannungsformen bestehend aus Rampenfunktionen. Beziiglich Verschiebungen in Richtung
ot oder u-Achse siehe Abschnitt 2.1.1.4C . a, b, ¢ und g mogen als Dreiecksfunktionen, d, e und f als
Sagezahnfunktionen definiert werden.

c) ¢ _a_o_g cy=a
0*2*27 v — Oy
) ¢ @ _U o' =a
0= 2 - R v —Udy

d) =0, Cv*:bv
d,) co=0, ey =by

a U "

€) C0:7257 ¢y’ =by
e’) wiee), nur cy =by

AU 1

FW’ V:Zk-f—l7
4U 1

2U (—1 v+1

7%, V:1,2,3,...,
2U 1

L v=123,.
TV

1

—g—; v=12.73,...,
TV

U

. v=1.23,..,

v

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

*Wiirde nur ¢y > 0 zugelassen, miifite man in diesen Ausdriicken den Absolutbetrag nehmen.
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a U 2U 1
f) =5 =7 T aa v=2k+1, (2.51)
Ul
by="~;  v=12,3,..., (2.52)
Y
Ul
EV’ V:2k,
cy =1/ad3+b} =
vl 4 v=2k+1
TV v ’
(2.53)
2U 1
') wie f), nur ay = ——5—3; v=2k+1, (2.54)
w2y
a Ue _2U 1—cosve.

g co=—+ ; v=1,2,3,.... (2.55)

2 T VTN T e 2
2.1.1.3.2 Spezielle Funktionen der Leistungselektronik

Die physikalische Entstehung der einzelnen im folgenden gezeigten Strom- und
Spannungsformen kann erst in Kapitel 4 erkldrt werden. Dennoch sollen bereits
jetzt die Schaltungsbezeichnungen eingefiihrt werden. Dieser Weg, die Analysen
nicht erst bei den Schaltungen zu bringen, diirfte die Ubersicht in Kapitel 4 sehr
fordern. Es steht dem Leser frei, die folgenden Betrachtungen eventuell erst nach
Studium der Schaltungen (Kapitel 4) durchzusehen. Die Analysen werden teilwei-
se ausfiihrlich dargestellt, um die Berechnung @hnlicher Verldufe leicht zu ermég-
lichen, bzw. kann der Leser die Rechnungen als Ubungsaufgabe zuniichst selbst
ausarbeiten und dann vergleichen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird wr = x gesetzt.

A. Primérstrom einer zweipulsigen Schaltung

Die in Abb. 2.7 dargestellten Verldufe treten z. B. bei einphasiger Mittelpunkt-
schaltung bzw. einphasiger vollgesteuerter Briickenschaltung jeweils im ideali-
sierten Fall und ohne Freilaufdioden auf (Tafel 6.1). Man kann sagen, daf3 es sich
um typische Stromverldufe von zweipulsigen netzgefiihrten Schaltungen handelt.
Aber auch Spannungen selbstgefiihrter Schaltungen weisen Formen gemél Abb.
2.7 auf (siehe Abschnitt 4.3).

Die Analyse ergibt (Gln. (2.37) und (2.38) mit ¢ = 0 fiir Abb. 2.7b*)

41 1
aVZO7 bv:;;, V:2k—|—1,
41
M:__; v=2k+1, k=0,1,2,... (2.56)
1 TV

*Fiir Abb. 2.7a gelten ay = 0 und fiir die ay dieselben Absolutbetrige (wie fiir die by, zu Abb. 2.7b),
aber mit alternierendem Vorzeichen (siehe Tabelle).
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A :
Grundscliningung Grundsclningung
L7 777 4 S o
s - 7
7/ N\ / \
/ A / / N
/ \ / / \
’ A ‘ @Wi=T ‘ \ @t=x
o & EIN I 7 L
z 2 AN |z \ /
7 A\ 7
Ay 7 \‘ U
S a e g

Abb. 2.7. Strom mit Zweipunktverhalten (d. h. 7), typisch fiir zweipulsige netzgefiihrte Schaltungen,

aber auch fiir die Form von Spannungen selbstgefiihrter Schaltungen (Abschnitt 4.3) fiir (@) Cosinusan-

satz (Definition vgl. FuBinote auf S. 15) mit a, gemiB Gl. (2.34), b, = 0. Fiir den Sinusansatz (b) wird
die Rechteckschwingung um wt = % in positiver @¢-Richtung verschoben.

mit der Tabelle [Die ay gelten fiir den Cosinusansatz gemél Abb. 2.7a, die b, fiir
den Sinusansatz (Abb. 2.7b), die |cy | fiir beide Fille; Spektrum siehe Abb. 2.8.]

zu Abb. 1% 1 3 5 7 9
2.7a Cos-Ansatz | ay/I 1,273 —0,424 0,254 —0,182 0,141
2.7b Sin-Ansatz | by /I =|cy|/I | 1,273 0,424 0,254 0,182 0,141
2y v |
7'7 |
70 1
45 -
L1 1 .
o 7 2 3 ¥ & &£ i? 8 9 w

[

Abb. 2.8. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.7b (Fiir Abb. 2.7a gelten dieselben Absolutbetrige, aber mit
alternierenden Vorzeichen, strichliert dargestellt.)
B. Primérstrom einer dreipulsigen Schaltung
Bei dem in Abb. 2.9 dargestellten Verlauf handelt es sich um ein typisches
Beispiel des Primirstromes einer dreipulsigen Schaltung (Tafel 6.1). Die Analyse
fihrt mit k =0,1,2,... z. B. bei Abb. 2.9a (s. a. Fuinote S. 543) zu

/ 21/3 4m/3 o1 5 5
1%/ 1%
ay = — / cosVx dx — / cosvxdx| = —sin—— |1 —cos— |, (2.57)
n v 3 3
0 2n/3

1 1
NV _0 fir v=3k WAL v=3k+1; BEVER - v =3k+2,
1 2n v 2w v
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Abb. 2.9. Typische Primirstrome einer dreipulsigen Schaltung (vgl. Abb. 6.47 und Tafel 6.1). a Lage
analog zu Abb. 6.47h mit a, # 0, by # 0; b fiir Sinusansatz (alle a, = 0); ¢ zu Abb. 6.47f und g, aber
mit Lage fiir Cosinusansatz (alle b, = 0)

A

~ '\.L:\,

a7

[ 1 1 ’_

g 7 g 3 ¥ 5 £ 7 & 9
Abb. 2.10. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.9a; gilt auch fiir —b, zu Abb. 2.9b (D. h., alle by sind negativ.)

/ 2n/3 4m/3 o1 5 5
v v

by =~ /siandx—/ sinvxde| = - cos 2L lcos X 1|, (2.58)

T A% 3 3

0 2n/3

by . 31
— =0 fir v=3k; —— fir v=3k+1lundv=3k+2,
1 2n v

2 2v v\ 2 2v 2v 2
@ = sinzTyr <1—COSTTE) —|—coszTﬂ <COSTTC— 1)

O; V:3k7
~ 2[1—cos(2vm/3)] (2.59)
g - 3 ’
v 2 v=3k+l, v=3k+2.
bia%

Die numerische Auswertung fiihrt zu folgender Tabelle* (mit Abb. 2.10)

*Die ¢y gelten fiir Abb. 2.9a und b (allgemein), die by fiir Abb. 2.9b (Sinusansatz), die a fiir Abb.
2.9¢ (Cosinusansatz). Bei Verschiebung der Funktion nach Abb. 2.9b in wz-Richtung ergeben sich i. a.
zu den bereits angegebenen Ordnungszahlen (1,2,4,5,7.8, ...) sowohl Cosinus- als auch Sinusglieder
mit verschiedenen Amplituden und Vorzeichen, wie dies auch fiir Abb. 2.9a der Fall ist. Bei Verschie-
bung der Funktion nach Abb. 2.9b um 7/2 in Richtung negativer @¢-Werte erhiilt man zu jeder Har-
monischen nur entweder eine Cosinus- oder eine Sinuskomponente (auch mit verschiedenen Vorzei-
chen). Hier existiert kein Cosinusansatz. Fiir die Formen Abb. 6.47f und g (e unterscheidet sich nur
durch den Mittelwert; vgl. auch Tafel 6.1.) ergeben sich bei Normierung des positiven Dachwertes auf
2/3 (somit der negativen Rechteckamplituden auf -1/3) fiir den Cosinusansatz ag = 0, a; = —I V3 /T,
ay =1/3/(27n), a3 =0, as = —1\/3/(47), as = 1\/3/(57), ag = 0, a; = —1\/3/ (1), ag = 1/3/ (87),
ag =0, ayg = —1v/3/(10x), ay; = 1v/3/(11x), a1 =0, .... Bei Verschiebungen gelten die Anmerkun-
gen zu Abb. 2.9b in entsprechender Weise, wobei nun aber kein Sinusansatz gefunden werden kann.
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zu Abb. \% 1 2 4 5 7 8

2.9ab allgemein | |cy|/I | 0,955 0,477 0,238 0,191 0,136 0,119
2.9b Sin-Ansatz | by /I | —0,955 —0,477 —0,238 —0,191 —0,136 —0,119
2.9¢ Cos-Ansatz | a, /I | —0,551 0,276 —0,138 0,110 —0,079 0,069

C. Typischer Strom einer sechspulsigen Briickenschaltung (Abb. 2.11, vgl. Abb.
4.47d und Tafel 6.1)

Die Analyse ergibt mitk =0,1,2, ... fiir die ,,allgemeine* Lage (durchgezogen
in Abb. 2.11a; Amplitudenspektrum siehe Abb. 2.12)

] 2n I T 27
:E/f(x)coswdx:; /COSdex— / cos vx dx
0 /3 4m/3
1 \%/3
= ——sin—[(—-1)" -1 2.60
i (1) - 1, 2.60)
=21 \'%/3
ap=0; ay,=0firv=2k und avfﬁsmT firv=2k+1, (2.61)
] 2n I T 2T
:E/f(x)sinwdx: p /siandx— / sin vVx dx
0 /3 4r/3
Loy [cosv—”ﬂ] (2.62)
7'CV 3 9 .

cv—w\/m ?—k(c s?—kl)z

I 1o .69

0; v =2k und VvV =6k+ 3,
Cy
|—1=19 231 2.64)
I i_; v=6k+1 und Vv=6k+5.
T Vv
zu Abb. \Y 1 5 7 11 13

2.11a allgemein lev|/T | 1,103 0,221 0,158 0,100 0,085
2.11a Sin-Ansatz by /I | 1,103 —0,221 —0,158 0,100 0,085
2.11a Cos-Ansatz | ay /I | 1,103 —0,221 0,158 —0,100 0,085
2.11b Sin-Ansatz | by /I | 1,910 0,382 0,273 0,174 0,147
2.11b Cos-Ansatz | ay /I | 1,910 0,382 -0,273 —-0,174 0,147
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Z z
271
60°
I - T 7
: 1
1 4z
H H 7 777.;5 @é=x wi=z
L AE g | HEl =3 Z 2% |& 27
s 5T i v
! !
-
2z
i
2 &

Abb. 2.11. Typischer Stromverlauf einer sechspulsigen Schaltung (Tafel 6.1: z. B. Drehstrombriicken-

schaltung), aber auch Spannungsverlidufe selbstgefiihrter Schaltungen (Abb. 4.119 und 4.121); a (durch-

gezogen) fiir ,,allgemeine* Lage eines 120°-Blocks; (strichliert) fiir Sinusansatz z. B. is [oder auch fiir

iw (Dy) bzw. iw(Yy), aber auf I = I; normiert] laut Tafel 6.1 bei B6; Cosinusansatz bei weiterer Ver-

schiebung um 7/2 in negativer @z-Richtung; b fiir Sinusansatz fiir (—)iz(Dy) laut Tafel 6.1 bei B6;

Cosinusansatz bei Verschiebung um 7 /2 in negativer 0¢-Richtung; Treppenkurve mit Analyse [mit Pla-
teauwert %Ud statt (wie hier) 27] siche nach Abb. 4.125c¢, Gl. (4.385)

Lo/
V4
70 1

| 117,

g 7 2 3 # & & 7 & 9 lo i 2 »

Abb. 2.12. Amplitudenspektrum der |cy | zu Abb. 2.11a (allgemein)

D. Stromverlauf aus Sinus-Kuppen

Man sieht sofort, daB ag/2 = ¢op = 0 und, da f(wt) = —f(—wt),ay =0; v =
1,2,3,.... Fiir die Analyse ist es in weiterer Folge erforderlich, die beiden folgen-
den Nebenrechnungen durchzufiihren [2.1]...[2.3]:

N
4

b7 Sinf@t +7t/E)

gz 27

Abb. 2.13. Stromverlauf in den primiren Zuleitungen einer dreiphasigen Briickenschaltung (d. h. sechs-
pulsig) bei ohmscher Last (Tafel 6.1)
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G G
/sin(x+ o) sinvx dx = —cos(x+ a)sian|Pq+v/cos(x+ o) cos vx dx
F F

G
= —cos(x+ a)sinvx|¥ + v sin(x+Oa)coswc|§+v/sin(x+a)siandx ,
F

somit
G
(1—v?) /sin(x+ ) sin vx dx = —cos(x + o) sin vx|% + vsin(x + o) cos vx|¢
F fiir v # £1. (2.65)
F und G sind Integrationsgrenzen.
G G
/sin(x+ ) cos vx dx = { —cos(x+ o) cos vx|¢ — v/cos(x—|— o) sinvx dx
F F

G
={ —cos(x+ a)cos vx|% — v |sin(x+ a)cos vx|¥% — /sm(x—l— a)cosvxdx| p,
F

woraus folgt:

G
(1—v?) /sin(x+ ) cos vx dx = — cos(x + o) cos vx|& + vsin(x + o) sin vx|§
F fiir v # +1. (2.66)
Fir v =1 gilt
. /2 5m/6
b T
by =— / sin (x+ —) sinx dx + / sin (x— —) sinx dx
b9 6 6
/6 3w/6
9m/6 11m/6
. TN . . T\ .
+ / sin (x—l— g) sinx dx + / sin (x— g> sinx dx, (2.67)
/6 97/6
wobei mit
sin(x+ @) = sinxcos @ £ cosxsin ¢, (2.68)
sin(x 4 o) sinx = sin® xcos o 4 cos xsin xsin o (2.69)
und
. sin2x
cosxsinx = 7 (2.70)

weiters mit o = Z fiir das allgemeine Glied aus Gl. (2.67) folgt [2.1]...[2.3]:
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G G G
\/g/sinz dx =+ ! /sir12 d ! \/§sm2 + 71:\/_ cos 2x
— xdx+ - xdx=—-{ —— X —

2 4 4 2 3 2
F F F
Man erhilt nun
b 2nv/3+9
L (\/_7—’_) .71)
1 (Y4
Fiir by mit v =2,3,4,... ergibt sich
3n/6 5m/6
bl 1 . T . 1 . T .
— == / sm(x+—)smdex+— / sm(x——)smwcdx
1 b1 6 T 6
/6 3w/6
9 /6 11m/6
1 . T\ . 1 . TN .
+ — / 51n(x+—)51andx+— / sm(x——)smwcdx
T 6 T 6
/6 97/6

1 4w T T T 4w T
= = 2) cos—smv +cos —sinV— + vsin— cosV—

2 3 6 6 2
vsmncosvjr cos47r51r1v57r+c0527t51nv37r+vs1r147tcosv57r
3 6 6 6 6 6 6 6
VS'nzﬂ cosvsjr cos 7 s'nv3n+co 4z 'nv7n—|—VS'n 107 cosvsjr
—vsin— —— —sinv— Ss—sinv— in— —
6 6 3 2 3 6 4 2
VSir147rcosv77r cossnsinv“n+cos47rsir1v37r
3 6 3 6 3 2
—l—VSinsn-cosvlljr VSin47rcosv37r
3 6 3 2
! ! nv + 1s'nvn—l—v\/gco v7r v\/gco vﬂ
= s1 inv— —COSV——V—COSV—
m(l— 2) 2 6 2 2 2 6
—l—l 'nv57t+1s'nv7t+v\/§cosv57r v\/gco vﬂ 1s'nv3n
—sinvV— 4+ —sinv— — — —V—COSV— — —sinv—
2 2 2 2 2 6 2 2 2 2
1sinv77r v\/§cosv37t+v\/§cosv77r 1sinv117r
2 6 2 2 2 6 2 6
1sinv37r v\/§cosv117r+v\/§cosv37r
2 2 2 6 2 2
= ! 23ir1v7r+sinv57r v\/§cosv7r+V\/§cosv5n+sinv7r
- ow(1-v?) 2 6 6 6 6

v=273.4,..., (2.72)
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wobei beachtet wurde, da} mit

117 T 3n %4 r 5wt
— =V 2T—V— — =V 2T— — — =V 2T—V— 2.73
v6 V.21 v6, v2 V.21 2,v6 V.21 v6 ( )
die Aquivalenzen
sinvn— sinvlln
6 6’
sinvn— sinv3n
2 2
und 5 ;
T T
invV— = —sinv— 2.74
sinv — sinv— (2.74)

folgen; dieselben Beziehungen gelten auch, wenn man den Sinus auf beiden Seiten
der drei Gleichungen durch den Cosinus und gleichzeitig auf den rechten Seiten
das Minuszeichen durch ein Pluszeichen ersetzt.

Man erhilt nun folgende Tabelle und graphische Darstellung der Amplituden,
wobei |cy| = |by| wegen ay = 0:

% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

|cv|/f‘1,055 0O 0 0 0239 0 01195 0 0 0

1/

7 ]“ 055

&

o

Abb. 2.14. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.13

|
7

g 7 2 2

E. Stromverlauf aus Trapez-Impulsen

Hier handelt es sich um den typischen, angenéherten Verlauf des Stromes in
einem elektrischen Ventil einer zweipulsigen Schaltung (Abschnitt 4.2), wobei
Streuinduktivititen von Transformatoren beriicksichtigt werden. Die Niherung
liegt in der Annahme linearen Flankenverlaufs. Stromformen bei p > 2 werden
in Abschnitt 4.2 besprochen, sind aber in Abb. 2.15 der Vollstindigkeit halber
angedeutet.
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Abb. 2.15. Niherungsweiser Verlauf des Ventilstromes einer zweipulsigen Schaltung (durchgezogen)

und fiir hoherpulsige Schaltungen [strichliert; Vorverschiebung der abfallenden Flanken nach 27/p,

27+ (27/p),...]. Strichpunktierte Achse x,, zur Darstellung des Primirstromverlaufes i, mit Amplitu-

den I, fiir p = 2 (hier speziell I, = I/2 gewihlt). Siehe dazu Abschnitt 2.1.1.4C. I entspricht 2/ in Abb.
2.5. u Uberlappung (Abb. 4.38, 6.7 und 6.16) = 2a gemiB Abb. 2.5

Die analytische Darstellung lautet:

IE; 0<x<u,
u
I; u<x<rm
(wt) =i(x) = 2.75
i(or) =i(x) T+u x 2.75)
1 ——; T<x<T+u,
u u
0; T+u<x<2m.
Die Analyse liefert nun
It u T n TTHu T+u
T
ay = — /ECOSdeX-l—/COSdeX-I-—u /COSdex— / fcosv;cdx
n u u u
0 u b4 T
und nach kurzer Zwischenrechnung
I(cosvx—1)
=2 —(=1) 2.76
av V21u [ ( ) ]7 ( )

woraus mitk=0,1,2,...

21 vx—1
Alcosvx=1) ey,
VZimu

ay =0; V=2k+2 2.77)

a():I, ay =

und ebenso
u

T
I
by = — /Esiandx—F/sinwcdx—k
T u
u
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T+u T+u

+7r—|—u / sinvx dx — / {siHdex ,
u u
V] V1
somit i1 v
by = L_z)) sin vu. (2.78)
Tuv
Hieraus folgt
by =0; v =2k+2,
2Isinv
y= v=2k+1 (2.79)
veum
und ag/2 = co = I/2 als Mittelwert, weiters
& _o; v =2k+2,
I
2(1— 1% 4
cv _ 2v2(1—cosvu) _ sinva;  v=2k+1, u=2a  (2.80)
I Vizu vizu

speziell fiir u = 20° mit der graphischen Darstellung in Abb. 2.16.

V‘O 1 2 3 4 5 6 7

|cv|/1‘ 0,5 0,6339 0 0,2026 0 0,117 0 0,069

Abb. 2.16. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.15 fiir u = 20°

F. Primérstrom einer sechspulsigen Mittelpunktschaltung
Diese fiir den priméren Phasenstrom einer sechspulsigen Mittelpunktschaltung
(siehe Tafel 6.1) charakteristische Stromform ist in Abb. 2.17 dargestellt. Betrégt
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das Tastverhiltnis 2/3 oder einen anderen Wert, kann die Rechnung analog der
hier durchgefiihrten vorgenommen werden.

Abb. 2.17. Alternierende Rechteckimpulse mit Tastverhiltnis 1/3 fiir Sinus-Ansatz (vgl. Fuinote S. 15);
sieche Tafel 6.1 iy (Dyy) bei M6

Man erhilt (Siehe allgemeine Darstellung in Abb. 2.4d mit ¢ = 60°; man kann
aus Gl. (2.38) ersehen, daf} alle ¢, und b, > 0 sind.)

cv by 4|cosv(n/3)|

¥ . v=2k+1, k=0,1,2,3,..., 2.81
1 1 T \% * ( )
21
. v=6k+1,
TV
c 41
Yoy v —6k+3, (2.82)
1 TV
21
—— v =6k+5.
TV

Hier soll wegen des relativ einfachen Verlaufs der Amplituden, die im wesentli-
chen mit 1/v abnehmen, auf die graphische Darstellung verzichtet werden.

G. Lastspannung bei Einweggleichrichtung mit Freilaufdiode bzw. bei rein ohm-

scher Last
&
J
_ | | @l

| T 27 Iz

-

Abb. 2.18. Einpulsiger Lastspannungsverlauf (ohmsche Last bzw. Anwendung einer Freilaufdiode, vgl.
Abb. 4.3)
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Die hier behandelte Lastspannungsform zeigt bei rein ohmscher Last natiirlich
auch den Laststromverlauf (Abb. 2.18). Es handelt sich hier um einen typischen

Fall einpulsigen Verhaltens.
Die Berechnung ergibt fiir v # 1
A T

U .
ay = — [ sinxcos Vx dx
T
o

A

U v . .
= ———-[(—1)" 4+ cosacosvo + vsinasinva].
w(1-v2)

Fir v =1 wird
A T A

U U
a) = —/sinxcosx dx = —[cos2a — 1],
T 4r
o

weiters fiir v # 1

by = m[cosasin vo— vsinacos val
und fiir v =1
07 (r—a)0 O
T—a
b = —/sinzxdx: ——— 4+ —sin2o.
T 2r 4r
o

Somit wird fiir v =2k (k=1,2,...), also v gerade:

el 1

U =m(v2-1)
+(1+V)cos(v—1)a]'/?

und speziell fiir

2
a—0: o2 . k1o
0 TC(VZ—I) ) ) )
und fiir
o. lev] VIi+v? .
oa=90": 0 :m, V:2k, k:1,2,...,

v ungerade:

(14 v?)sin® o4 2cos> a+ (1 —v)cos(v+ 1o

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.87a)

(2.88)
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1
v=1 |2| :E\/(cosza—l)Z—k(n—a)z, (2.89)
1
Q=0 |§]_1| =2 (2.892)
1 2
a=90°: %—gw/w%—o,z%, (2.90)
v=2k+1: |CAV| = ;[(1+v2)sin2a+2cosza
U n(vi-1)
+(v—=1)cos(v+1)a—(v+1)cos(v—1)a]"/% k=1,2,....
2.91)
Speziell ist fiir
lev] 1
o =90°: vl ;\/1+v2—2VSinﬂ
S U rm(vi-1) 2
1—-v 1

v=4k+1, k=1,2,3,...,

21— a(l+v)’

1+v 1

— C v=4k+3, k=0,1,2,....
n(v?-1) =#(v-—-1) +

(2.92)
Fiir v = 0 gilt mit Gl. (2.83)
U

ap = E(l +cosa) (2.92a)

und mit GI. (2.10)
_aw_U

=" =5 (I+cosar). (2.92b)

Gleichungen (2.87a) ...(2.92b) sind in folgender Tabelle dargestellt
\% 0 1 2 3 4 5 6 7

levl/ O] y_ge | 0318 05 0212 0 0042 0 0018 0
levl/ U y_gpe | 0,159 0,296 0237 0,159 0,087 0,053 005 0,053

mit der graphischen Darstellung nach Abb. 2.19.
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Abb. 2.19. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.18

In Kapitel 6 (Abb. 6.11) ist dargestellt, wie sich die Amplituden bei Variation
von ¢ zwischen 0° und 180° verhalten.

Eine Verschiebung der Funktion nach Abb. 2.18 z. B. um 7/2 nach links lie-
fert natiirlich dieselben |cy|. Die Reihe dndert sich bei Beschrinkung auf @ = 0
(Sinusimpuls) nach [2.3] von

1 i 2 1 1
%ﬁ_—+g3——(——mﬁm%—wwﬁ+~> (2.93)

U T 2 T \1-3 3.5
(bei der Darstellung nach Abb. 2.18) auf nunmehr (Cosinusimpuls)*
uly) 1 cosy 2 /(1 1
= —+——+— | ——cos2y— ——cosdy+--- |. 2.94
0 7r+ 5 +7r 1.3cosy 3.Scosy ( )

H. Lastspannung bei Zweiweggleichrichtung mit Freilaufdiode bzw. rein ohm-
scher Last

Hier handelt es sich um einen zweipulsigen Fall (fiir eine Mittelpunkt- oder
Briickenschaltung), wie er in Abb. 2.20 dargestellt ist.

z}

&

Abb. 2.20. Zweipulsiger Lastspannungsverlauf (ohmsche Last bzw. Anwendung einer Freilaufdiode
oder halbgesteuerte Schaltung; Abb. 4.11, 4.48d und 4.49d). Vgl. Abb. 4.57b bzw. S. 492f.

Da die Funktion nunmehr eine Periode 7 hat, werden nicht mehr wie friither
im allgemeinen Fall alle Frequenzen v auftreten (wo die Grundperiode 27 war),
sondern nur mehr alle v-2®. Anders erklért: der zeitliche Vorgang bis zur ndchsten
Wiederholung in Abb. 2.20 dauert nur halb so lang wie in den vorhergehenden

*Vgl. die FuBnoten auf S. 15 sowie 543 und die Ausfithrungen zu gleichbleibenden und alternierenden
Vorzeichen in den Abschnitten 2.1.1.3.2A, B und C sowie F und H (GlIn. (2.101) und (2.102)).
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Fillen (z. B. Abb. 2.18); wegen dieser doppelt so schnellen Aufeinanderfolge miis-
sen offenbar nun auch alle Frequenzen, die iiberhaupt auftreten konnen, doppelt so
grof sein. Im folgenden wollen wir von ay, by, ¢y zur Bezeichnungsweise ay, by, ci
ibergehen und setzen im Integral zur Berechnung des Fourierkoeffizienten gleich
2k ein. Dies bedeutet nun, daB3 k die Ordnung der Harmonischen beziiglich der
Periode 7 angibt. Will man die Ordnungszahl aber auf die urspriingliche Periode
7 beziehen, mufl man die aufeinanderfolgenden Harmonischen mit v = 2k nume-
rieren.

Ein einfaches Beispiel diene zur Illustration: Liegt eine Schwingung von 50 Hz
vor, ist also @ = 27 - 50 ~ 314 s~ !, so erhilt man wr = 27 = ©T bei T = 20 ms.
Vorginge nach Abb. 2.18 wiederholen sich nun alle 20 ms, Vorgiinge nach Abb.
2.20 alle 10 ms. Die Harmonischen, die bei sich mit 20 ms wiederholenden Vor-
gingen auftreten konnen, haben Frequenzen von 50 Hz, 100 Hz, 150 Hz,.... Ist
die Wiederholungszeit jedoch nur 10 ms, so kénnen nur 100 Hz, 200 Hz, 300 Hz
etc. auftreten, da ja die neue Grundperiode von 10 ms schon 100 Hz entspricht
und nach den Grundlagen der Fourierschen Reihenentwicklung alle Glieder ganz-
zahlige Vielfache dieser Grundfrequenz von 100 Hz aufweisen.

Wir erhalten nun mit Gln. (2.2) und (2.3), wobei man den Faktor 2 vor den
Integralen wegen des auf 7 verringerten Integrationsintervalls beachte,

A T
2U
ap = ?/Sinxcos%x dx
o

20 1
= 7m[l + cos ctcos 2kor + 2k sin o sin 2k (2.95)
und
20 |
b, = ?/Sinxsin2kx dx
o
20 ! [cos o sin2ka — 2ksin cos2ka], k=0,1,2 (2.96)
= —-———[cosasin —2ksina cos = .
7_[ (1 —4k2) ) ) ) ) )
woraus sich
|ck| 2 2
A= [24(4k" —1 o
0 ae—1 2t )sin

+ (1 —2k)cos(2k+ 1)+ (1 +2k)cos(2k— Da]' /2, k=1,2,...
(2.97)

ergibt. Das Gleichspannungsglied (der Mittelwert) lautet

U
Ud:co:%():;(l—l—cosa) (2.98)
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und speziell fiir k =1,2,3,... und fiir
led] 4

—0: L1 2.98

“ O~ m@e—1) (2.982)
21T 412

o =90°: e _ 2v1 4K (2.99)
U n(4k>—1)

mit den Auswertungen nach folgender Tabelle (sowie Abb. 2.21), in der k (bezo-
gen auf eine Grundperiode von 1), v (bezogen auf eine Grundperiode von 27) und
die Frequenz f der einzelnen Harmonischen angegeben sind unter der Vorausset-
zung, daf} Vorginge von 50 Hz sich mit der Grundperiode 27 wiederholen:

k 0 1 2 3 4 5 6
v 0 2 4 6 8 10 12
f/Hz 0 100 200 300 400 500 600

lev|/Olazo | 0.6366 0424 0,084 0036 0020 0012 0,008
lcv|/Ulospe | 03183 0474 0,174 0,110 0,081 0064 0,053

J & 5 & K
¢ & 8 W 2 v

G
70 4
45 1 B a=0°
i —-————a=g°
T 1
' [
: ’: o
1 I; n_a T .
7
2

g
7
Abb. 2.21. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.20

In Abb. 6.12 ist der Amplitudenverlauf fiir kontinuierliche Variation von o ge-
zeigt. Die Fourierreihe lautet speziell fiir ¢ =0
40 (1 1 1 1
f(x)—7(E—ECOSZJC—ﬁcosélx—ﬁcos@c—m) (2.100)
und, wenn man durch Verschiebung um 7/2 nach links wieder aus den gleich-
gerichteten Sinusimpulsen gleichgerichtete Cosinusimpulse erzeugt (vgl. FuBinote
S. 31; siehe auch GI. (2.129)),



34 2. Mathematische und elektrotechnische Grundlagen

U 1 1 1
fy)= 7t< +ﬁc052y—ﬁcos4y+ﬁcos6y$ > (2.101)

I. Lastspannung bei Zweiweggleichrichtung (zweipulsig) und fiir allgemeine Puls-
zahl p sowie Lastinduktivitit — oo; keine Freilaufdiode

a) Zweipulsiger Fall. Wieder gilt fiir die moglichen Frequenzen das bereits ein-
gangs zu Fall H. Gesagte. Die Funktion ist in Abb. 2.22 dargestellt, stellt also eine
Alternative zu Abb. 2.20 dar, wobei in beiden Fillen die Pulszahl = 2 ist.

w

NN NN

Abb. 2.22. Zweipulsiger Spannungsverlauf (keine Freilaufdiode, Lastinduktivitidt — oo, s. a. Abb. 4.7f)

@

Hier sei bereits erwihnt, daf in den folgenden Fillen J. und K. Pulszahlen p > 2
behandelt werden und dal} fiir alle p eine gemeinsame Berechnung moglich ist.
Aus Griinden der Anschaulichkeit soll jedoch zunéchst der Fall p = 2 explizit
berechnet werden:

A o A
2U 2 U
a=— / sinxcos 2kx dx = — [2cos o cos 2kar + 4k sin o sin 2k Q]
b 1 —4k?
o
(2.102)
und
2 U . :
by = ————[2cosasin2ko — 4ksinoccos2ke], k=0,1,2,...; (2.103)
w1 —4k?
somit erhalt man
co=ap/2 = (2/7:)Ucosa, (2.103a)
cr = 4 v/ cos? o + 4k sin? o, k=12.... (2.104)
T 4k2 -1 T
Wir wollen nun drei spezielle Werte von & herausgreifen (cg siehe oben):
40
a) a=0: ¢g=—-— fir k>1, (2.105)

m(4k2 = 1)
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\% 0 2 4 6 8 10 12 14
k 0 1 2 3 4 5 6 7
f/Hz 0 100 200 300 400 500 600 700

ley|/U | 0,6366 0,424 0,0848 0,036 0,0202 0,0129 0,0089 0,0065

b) o = 45° : Ck:i v l+l4k2:@7"1+4k
Takr—1V2 2 T 4k2—1

(2.106)

k ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7

|cv|/l7‘ 0,45 0,67 0,247 0,1565 0,1152 0,0913 0,0758 0,0648

8U k

=90°: (=
©) *=9 T

(2.107)

k ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7

|cv|/l7‘ 0 0,849 0,3395 0,2183 0,162 0,1286 0,1068 0,0914

mit der graphischen Darstellung in Abb. 2.23; f Frequenzen der Harmonischen
der Lastspannung fiir Anschluf} an ein 50 Hz-Netz.

/G 16/
—_—) =
/2N
701
! a.:(?"
2 1: —— — - Y, = G0°
Tz :E ............. o= #5°
| M
Zz | s
R (O |
H I [H
I lg ﬁ i3 : 1 1 1
il hiowoap M w g
g 7 2 3 4 5 & 7 £
¢ 2 # €& & 0 2 n 4

Abb. 2.23. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.22

b) Allgemeines p. Die folgenden Abb. 2.24 und 2.25 zeigen die Funktionen fiir
den drei- und den sechspulsigen Fall.

Aus diesen Darstellungen ist ersichtlich, dal die Periode sich wiederholender
Formen auf 27 /p verringert und die Grundfrequenz auf p - @ erhoht wird. Dann
konnen, analog wie eingangs zu Fall H. dargelegt, nur mehr Frequenzen k- p- @
auftreten, mit k = 0,1,2,3,.... (Um sich auch auf die urspriingliche Frequenz @
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beziehen zu konnen, wird wieder die Numerierung v = k - p eingefiihrt.)

a=J30°

® Tuig
133
F

wi

]
N
q

Y4
Z

RIS

Abb. 2.24. Spannungsverlauf bei dreipulsigem Betrieb (Abb. 4.30); Verschiebung der u-Achsen in das
Maximum von u (= ugj z.B. in Abb. 4.9) fiir Cosinusansatz, vgl. Abb. 6.47 und FuBinote S. 543;
alternativ (aber meist z. B. fiir Leistungsberechnungen nach Gln. (6.8a) und (6.8b) weniger vorteilhaft)
in das Minimum (= Schnittpunkt von Phasenspannungen) méglich; siehe auch Gln. (2.129) (und (2.101))

Weiters ist aus den beiden Abbildungen zu sehen, daf} es fiir die Berechnung
der Fourierkoeffizienten gentigt, die Funktion sinx zwischen den Grenzen (7/2) —
(r/p)+aund (r/2)+ (w/p) + o zu betrachten und in eine Fourierreihe zu zer-
legen. Man beachte deshalb den Faktor p vor den Integralen.

we

% a a=J30°

@i

Abb. 2.25. Spannungsverlauf bei sechspulsigem Betrieb (Abb. 4.47b)
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Zunichst erfolgt die Bestimmung des Mittelwertes:

T+5ta R 1T
. A
Uys(at) =Ugiqg = Uy = L / O sinx dx = -2 — o8 X)
2n 2r 11,
I _Z, g 2 p
2 p

somit ergibt sich

U T T . T
Ujia =Ugo = ~p {sin <— - O() + sin <— + Ot)} = U£ sin —cos & = Uy;pcos O,
2n T p
(2.108)
mit
(2.109)

it
U )
E’V:2—7[; / sinxe/"*dx mit v=kp, k=0,%£1,4£2,.... (2.110)
T-Sta

Das Integral
Tt+5+a

/ sinxe’Y* dx

3 (3
j—F"rOt

wird mittels partieller Integration gelost (Es gilt v ## +1 wegen v = kp mit p > 2;
p = 1 wurde schon friither behandelt.):

/sinxef"x dx = —cosxejvx—i—jv/cosxef"x dx
= —cosxe/" + jv {sinxejvx—jv/sinxejvx}

= —cosxe/V + jvsinxe/V* + v2/sinxefvx dx

*Siehe hiezu das Verzeichnis der Formelzeichen: Die exakte Schreibweise wire hier Uy;(¢t) = Uyiq;
der Index i deutet die hier gegebenen idealisierten Verhiltnisse an, entfillt aber oft zur Abkiirzung;
ebenso wird oft Uy statt Uy geschrieben (siehe auch Gl. (4.134), Abb. 4.40).
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und somit

/ sinxe/V* dx = e/V*(jvsinx — cosx), (2.111)

1—v2
was auch durch Anwendung reeller Integranden ([2.1], [2.2]) mit

e’V = cos vx+ jsinvx

iberpriift werden kann.

Mit
q=2_T.4 (2.112)
2 p
als unterer und
n=24Z44 (2.113)
2 p

als oberer Grenze erhilt man

E’:@ 1
Vo 2m1—v2

[e/Y%2 (jvsinxy —cosxy) —e/¥™ (jvsinx —cosx)];  (2.114)

F 1)

fiir x; und x, eingesetzt ergibt sich mit den Abkiirzungen F; und F;

F1 —exp [jv (E—E—i—a)] Fz}
2 p

2
Fi—exp (—jv—”) Fz] (2115
p

A

5’—@ ! exp | jv E+£+a
Vo1 PPV 2T,

—@ : exp |jv EJrEJroc
DY R BEvohes ol AG T

Dav =kp, gilt v-2n/p = 2wk und somit

2
exp (jv—) =cos2mk+ jsin2wk = 1.
p

) T
sinx; =cos | — —«a |,
p
. (T
cosx; =sin| ——a |,
p

. T
SInXxpy = COS (— + OC)
p

Mit

und
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. T
COSXp = —SIn (— + OC)
p

ergibt sich nun

¢ *@ ! ex {'V<E+E+OC)} sin E—l—a + sin E—Oc
v 12 PV 2T p p

=Uyq glp (Gl. (2.108))

+Jjv {cos (E—ka) —Cos (E—Ozﬂ} (2.116)
p 4

und weiters
z z
cos(p—i—a) cos(p a)

sin<§+a)+sin(5—a) ’

p
(2.117)
weil
cos (%—i—(x) — oS (%—a) —2sinZsina
. . = s 7rp = —tana,
sin (%—i—a)—ksm (%—a) s, cosa
wird
_ 1 . (T T )
c(,:UdaWexp []v (54—5—1-06)} [1—jvtanal. (2.118)

Da nach Gl. (2.20) die Amplitude der v-ten Spannungsharmonischen fiir v > 0
Uy =c|, =24/I¢, |2 =2+/]¢, | (2.119)

ist, erhédlt man mit

o (22 )| -1

und der Tatsache, dal3 der Absolutbetrag einer komplexen Zahl das Produkt der
einzelnen Absolutbetréige ist, sowie mit Uyy = Uyjq

1
V2 1‘\/m; v=kp, k=123,

(2.120)

Uv,a = Uv(a) = 2Ugia
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wobei das Zeichen des Absolutbetrages weggelassen werden kann (mit v = kp
fiir kK > 1 und mit p > 2, da der Fall k£ = 0 wieder das Gleichspannungsglied er-
gibt). [Hier ist zu beachten, dal} der Mittelwert bei der Fourierschen Reihe durch
ap/2 = ¢ (Gl. (2.10)) erhalten wird, was in den Gln. (2.119) und (2.120) Weg-
lassung des Faktors 2 bedeutet, womit sich dann mit v = 0 einfach Uo’a =Uyyq
ergibt.]

Fiir den Fall oo — 7/2 geht tan o — oo. Wir beniitzen daher

Uv,oc = 2Ud,‘()COS(X V2_1

‘\/1+v2tan2a (2.121)

=2Udi0| 77—

‘ Vcos? o+ v2sin o

und erhalten fiir & = 7/2 somit

A \% kp
Uy z/2 = 2Udio m‘ = 2Udiom- (2.122)
Bei o = 0 gilt
A 1 2Uy4i0 2Uq4ip
Uv,o =2Uq; = = . 2.123

Interessant an der vorhergehenden Ableitung ist auch, daf} sie ganz allgemein fiir
jedes p > 2 durchgefiihrt wurde, d. h., da} die gewonnenen Ausdriicke fiir Uv_’a
fiir alle p > 2 gelten®. Da wir aber wissen (siehe z.B. wieder das eingangs zu
Fall H. Gesagte), daB die Ordnungszahlen der Harmonischen, die iiberhaupt auf-
treten konnen, ganzzahlige Vielfache der Grundschwingung (deren Periode in der
gewihlten Darstellung 27/ p betréigt) sein miissen, konnen also, bezogen auf ei-
ne Schwingung mit der Periode 27, nur Harmonische mit den Ordnungszahlen
v =p,2p,3p,...etc. auftreten. Das heifit weiters, dal man zwar die Uv,a fiir al-
le v=0,1,2,3,... ausrechnen kann, dal} aber bei gegebenem p eben nur jene
Uv,a = 0 sind, fiir die v = kp gilt, wobei k = 0,1,2,3, .... Abbildungen 6.9 und
6.10 werden zwei mogliche Darstellungsformen der Oberschwingungen zeigen,
von denen Uyq /Ui das Verhiltnis der auftretenden Oberschwingungen zum je-
weilig vorhandenen Mittelwert angibt. Uy /Uyjo ist zwar eine in der Literatur hiu-
fige Form der Darstellung, in ihr sind die Oberschwingungen aber nicht auf den
tatsidchlichen Betriebsfall bezogen, sondern eben immer nur auf die bei o = 0
auftretende Gleichspannung.

Die besonders wichtigen Fille p = 3 und p = 6 sollen im folgenden speziell
herausgearbeitet werden, wobei insbesondere auch die a, und b, separat berechnet
werden.

*Fiir p = 1 siehe Fall G.
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J. Lastspannung im dreipulsigen Fall (keine Freilaufdiode, Lastinduktivitit — oo)
Abbildung 2.24 zeigt den Funktionsverlauf. Die Analyse ergibt mit der Periode
2m /3 fiir die Wiederholung der einzelnen Spannungsformen

0 Sm/6+a
ap = m / sinxcos 3kxdx. (2.124)
/640
Man beachte, daf3 k die Werte 0, 1,2, 3, ... annimmt, wahrend die Harmonischen
bezogen auf die Periode 27 die Ordnungszahlen 0, 3,6,9, ... haben. Wir erhalten

—cosoH—zsmoc

30
Gy = (1 -9 a, =—
o= ok )a T { 2

V3 1. T LT
+ <7 cos o — 3 sin o (cos kE cos3ka — smkE sin 3ka)

1 3 1 3
<—§cosa+\/7—sina> + <5cosa+\/7_sina>}

. (sin k; cos3ka + cos kg sin 3ka) }

+ 3k

und miissen die Fille k = 4n,4n+ 1,4n + 2 und 4n 4+ 3 unterscheiden, mit n =
0,1,2,.... Wir erhalten fiir

330
Gap = V3 (cos ccos3ka + 3ksin asin3ka),
330
Gaps1 = % (—cos asin3ka + 3ksin a cos 3ka),
Gani2 = —Gay
und
Gtz = —Gapy1.

Fiir b, ergibt sich

2 2

30
Hy= (1—9k2)bk—7{

3 1
<£005a+ —sina)

3 1
+ <\/7_ cos ot — 3 sin OC) } (sink% cos3ka + cos k% sin 3ka) +
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l a—éina — 1 a+£ina
2COS 3 S 2COS > S

. (cos kg cos3ka — sinkg sin 3ka> }

+ 3k

330

= (cos asin3ka — 3ksin @ cos3ka) = —Hapio

und R
3V30

Hypo1 = (cos acos 3k + 3ksin asin3ka) = —Hapy3.

Hieraus ergibt sich mit ¢y = 4 /a,% + bl% fir alle k =1,2,3,...

330 1
Cp=—"—
k T 9k2—1

v/ cos? o + 9k2 sin? a. (2.125)

Dies stimmt unter Beriicksichtigung von

A D T .33
Ujio=U=sin—=U—— 2.126
4i0 sin 5 _— ( )
mit dem frither gewonnenen Ausdruck (Gl. (2.121))
N 1
Oy.o = 2Uzi0———/ cos? o + v2sin? a
' vl
iiberein.
Spezielle Auswertungen ergeben fiir k = 1,2, ... sowie fiir
1
U T 9kr—1
Ck 3\/§ 1
=45 — = ———\/1+9k2
* 0" aroe—1V T
. e 3k
oa=90": —~=——5 2.127
U T 9k2—1 ( )

und sind in der folgenden Tabelle aufgelistet (mit Gln. (2.108) und (2.126);
|co| = Ugio bzw. Uy;q). Die graphische Darstellung erfolgt in Abb. 2.26. Fiir den
Amplitudenverlauf bei variablem ¢ sieche Abb. 6.9 und 6.10.
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k 0 1 2 3 4 5 6 7
v 0 3 6 9 12 15 18 21
f/Hz* 0 150 300 450 600 750 900 1050

el /O]oa—o | 0,827 0207 0,047 002 0012 0007 0005 0,004
k| /0]a—sse | 0,583 0462 0,203 0,132 0,0985 0,0785 0,0653 0,056
k| /O)a—oo- | O 0,62 028 0,118 0,139 0,111 0,092 0,079

a=0°
—_———— =W
- [] a:ﬂi"
S
ER H
HE
N
H H 1
HE [HI
HE [ A . .
i .
g 7 2 J # g & 7 &
g 4 & g 72 75 78 z7 4

Abb. 2.26. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.24 fiir verschiedene o

Speziell fiir o = 0° lautet die Fourierreihe
30V3 (1 1 1 1
flx)= 75\/— (5 W sin3x + ﬁcos@c—l- 510 sin9x — - ) (2.128)
oder einfacher, wenn man die Ordinate um 7/6 so verschiebt, daB der Verlauf zu
ihr symmetrisch wird [d. h., y = x — (7/6); vgl. Abb. 2.24 und 6.47 sowie FuBnote
auf S. 543; siehe auch GI. (2.101)]:

30V3 /1 1 1 1
= n\/_<§—ﬁcos3y—ﬁcos6y—mcos9y—--->. (2.129)

g(x)

K. Lastspannung im sechspulsigen Fall (keine Freilaufdiode, Lastinduktivitdt —
°0)

Abbildung 2.25 zeigt den Funktionsverlauf. Hier wiederholen sich die Span-
nungsformen jeweils nach 7/3, sodaf wir

ZT”-HX
/ sinxcos 6kxdx

Zta

6U

ay = —
T

schreiben konnen, woraus sich nach mehreren Umformungen

*fiir 50 Hz Grund-(Netz-)Frequenz
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60 1

= 1 236k2

(cos cos6ka + 6ksinasin6ka), k=0,1,2,... (2.130)

ergibt. Analog erhélt man
6U 1

E= T 368

cos asin6ko — 6ksin orcos6kar), k=0,1,2,..., (2.131)

woraus ¢ wieder in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Formel (mit v = 6k)
zZu

60
7 36k2—1

= — Veos2o+36k2sin2 o = Uy o, k=0,1,2,... (2.132)

wird. (Siehe dazu die Ausfithrungen im dreipulsigen Fall; ¢o = ag/2 = Uyjo bzw.
Uyjiq mit Gln. (2.108) und (2.109), wobei p = 6.)

G/ 16/
_—=)—=
/4
-7
a=0°
—_ a =g
- a = 45°
.
s 1
. 1
H IH
O A
| N I S S TR S S
e 7 2 3 4« & £ 7 Vg
¢ £ 72 78 2¢ 30 3 2 >

Abb. 2.27. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.25 fiir verschiedene o

Insbesondere erhalten wir fiir

o 6 1 0,053 _
oa=0": ~ = A ~ - fi e k
O~ n(36k2—1) < omk2 k2 LEove
o V20,2255
—450; & VIt36kr [~ X2 = fiir groBe k
* 0~ (36k2—1 + ( mk . k TEORER
" 36k 1
=900 Eo D% ~ — fiir groBe k
“ 0~ m(36kE—1) < Tk rerone
(2.133)

und die Tabelle



2.1 Mathematische Grundlagen 45

k 0 1 2 3 4 5 6 7
\ 0 6 12 18 24 30 36 42
f/Hz* 0 300 600 900 1200 1500 1800 2100

|ck|/Q|a:0o 0,955 0,0546 0,0134 0,0059 0,0033 0,00212 0,001473 0,001082
|ck|/Ua=4s5°| 0,6750,235 0,114 0,0754 0,0564 0,045  0,0376  0,0321
lckl /U] a=90° | O 0,327 0,160 0,106 0,0797 0,0637 0,0531 0,0455

Dal} diese Werte nicht mit den Zahlen bei denselben Frequenzen in den vorher-
gehenden Tabellen iibereinstimmen, hingt damit zusammen, dal} die Betrige hier
nicht (wie in Abb. 6.9 bzw. 6.10) auf Uy;y oder Uy, bezogen wurden. Aus den
Niherungen fiir groBes k ist wieder zu sehen, daf bei o # 0, wo also Spriinge
(Unstetigkeitsstellen) in der Spannung auftreten, sich die Harmonischen wie 1/k
verhalten. Nur bei & = 0 bekommen wir eine Abnahme nach 1/k2.

Abbildung 2.27 zeigt die graphische Darstellung. Abbildungen 6.9 und 6.10 ge-
ben den Verlauf fiir variables o.

L. Spannungseinbriiche bei Kommutierungen

Bei Stromiibergéngen zwischen den Ventilen leistungselektronischer Schaltun-
gen treten kurzzeitig Kurzschliisse auf, deren genaue Details in den Kapiteln 4 und

U

oz

=y
—t—]
ol
Qh
—
c>,|\
“ol‘”
°§
8

(=zstig)

Abb. 2.28. Spannungseinbriiche (durch Superposition von #; und u, dargestellt). uy Uberlappung

*bei 50 Hz-Betrieb
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6 (siehe z.B. Abb. 6.16) erkliart werden und hier in Abb. 2.28 néherungsweise
dargestellt sind.
Im folgenden wird die Funktion u; separat analysiert; sodann werden die Har-
monischen von u; und u, zusammengesetzt (sieche dazu Abschnitt 2.1.1.4A).
Analyse von uy:

A 27

U
av = — / f(x)cos vxdx
0

. 30%+uy 90°+-uy 150°+-uy

U 1 1
=— |- —cosvVxdx — cos vxdx — = cos vxdx

T 2 2

30° 90° 150°
210°+uy 270%+uy 330°+uy

1 1

+ 2 / coSs Vxdx + / cos vxdx + 3 / cosvxdx|, (2.134)
210° 270° 330°

was nach lingerer Zwischenrechnung

U
ayy :H[(l —cos Vi )[(1—(—1)")sin30°v +25in90° V]
— sin vuy cos 60°v(cos 90°v — cos270°v)] (2.135)
ergibt und somit
0; v =2k, v=12k+3, v=12k+9,

3(1—cosvuy)
= v ’

ava v=12k+1, v=12k+5,

-y

3(1— 1%
C 3OSV k7 v =12k 11, k=0.1.2....

v
(2.136)
Ebenso erhilt man
bv2 2U .

——= = —sinvu, (—90°v 60°v + 1 2.137
7= 7 sin Vauy ( )(cos +1), ( )
0; v =2k, v=12k+3, v=12k+9,

3sinv
byp ) _2MVMRL ok 1, v= 12k,
0 v
3sinvuy
T; v=12k+7, v=12k+11, k=0,1,2,...
(2.138)

und weiters
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3
|Cl\§2| — H\/(1 _COSVM’u>2+Sin2 VM‘u
3v2
- _;C T—cosvuy;  v=1,5711,13,17,19,.... (2.139)

Superposition von u; und u; ergibt

ay =apz,
b = U+b12,
ay = dy2,
by = byy; v=234,..., (2.140)
somit
|C1| 3 T . 2
T x (1—cosuy)?>+ (§ —smu#)
3 2 T
—E\/2+?—2<§sinu#+cosu#), (2.141)
3v2
@:i T—cosviy:  v=57,11,13,17,19,... (2.142)
U v
und speziell fiir u, = 20°:
\% 1 5 7 11 13 17

lev| /O ‘ 0,630 0292 0256 0,120 0,083 0,019

Abbildung 2.29 gibt die graphische Darstellung.
V27
7

70

451

ll..l.r”

g 7 2 3 # & & 7 8 8 70 1 72 13 W

Abb. 2.29. Amplitudenspektrum zu Abb. 2.28 bei uy = 20°
2.1.1.4 Ergénzende Bemerkungen zu den Fourierschen Reihen

A. Zusammengesetzte Funktionen
In Fall L. aus Abschnitt 2.1.1.3.2 wurde an Hand eines Beispiels gezeigt, wie
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eine zu analysierende Funktion aus zwei Teilfunktionen zusammengesetzt werden

kann. Da die Fouriersche Reihe im allgemeinen

s

Flor) = f(x) = 2

70 + ) (avcosvwr+bysinvor)

v=1

lautet, kann, sofern

f(x) = fi(x) + fa(x)

und

gilt, offenbar geschrieben werden:

ay =ayi+ayy und by = by +by.

(2.5)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

Hier wollen wir zeigen, dal die Amplituden ¢, nicht einfach summiert werden

konnen. Es gilt ndmlich

=%+ Vi cysin(vor + gy),
sodaf fiir
filx) = agl + Z cy1sin(vor + @yp)
und
falx) = a202 + Z cy2sin(var + @yo)
zwar

ey sin(Vvor + @) = ¢y sin(vor + @y ) + cya sin(veor + @y2)
resultiert, aber im allgemeinen wegen unterschiedlichen ¢, und ¢y,
Cy ?’é Cyl +Cv2.

Man setzt deshalb generell bei

f&) = filx)+ L)+ + fn(x)
av:iavh bv:ibvi
i=1 i=1

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)
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und

2 2
m m
ey = /a3 + b} = (Zaw> + <va,-> : (2.154)
i=1 i=1

Es sei aber darauf hingewiesen, daf} in jedem Einzelfall beachtet werden muf3, ob
die direkte Berechnung einer zusammengesetzten Funktion iiber die Gleichungen
aus Abschnitt 2.1.1.1 oder nach GI. (2.154) einfacher zu handhaben ist.

B. Fast-Fourier-Transformation

Fiir die Auswertung der Integrale zur Berechnung der Fourierkoeffizienten er-
weist es sich besonders bei Durchfiihrung der Rechnungen auf Computern als
fiir die Rechengeschwindigkeit von Vorteil, trigonometrische Funktionen gleichen
Wertes [z.B. sinx und sin(7m — x)] zusammenzufassen und z. B. sin(x 4+ Ax) aus
sinxcos Ax 4 cosxsin Ax mit gleichbleibendem Ax mit Hilfe der jeweils im vor-
hergehenden Schritt berechneten Werte sinx, cosx zu ermitteln. Dies hat bei nume-
rischer Behandlung, also der Aufsummierung diskreter Werte, Bedeutung [2.49],
nicht aber fiir die hier vorgenommenen analytischen Betrachtungen.

C. Bildung neuer Funktionen durch Verschiebung in Richtung Ordinate oder
Abszisse

Vertikale Verschiebung (d. h. in Richtung Ordinatenachse) ergibt Varianten der
Kurvenformen, die nur durch Anderung des Mittelwertes co = ag /2 zum Ausdruck
kommit. Dies ist z.B. bei der Berechnung von i, aus dem Ventilstrom niitzlich
(Abb. 2.4 und 2.15; vgl. auch die Ausfithrungen in Abschnitt 6.6.2). Verschie-
bung in Richtung Abszissenachse verlangt bekanntlich Substitution der Variablen.
Liegt urspriinglich f(x) vor und verschiebt man den Kurvenverlauf in Richtung
positives x um a, gleichbedeutend mit Verschiebung des Koordinatensystems in
negative x-Richtung um a, und bezeichnet man das neue Koordinatensystem mit
[f(y),y], so gilt offensichtlich y = x+ a. Durch Einsetzen von x = y — a erhélt man
nun sofort die Fourierreihe im neuen Koordinatensystem; vgl. hiezu die Fulnoten
auf S. 31 und 543, letztere speziell beziiglich der Anderung der Vorzeichen der
Fourierkoeffizienten bei Verschiebung der Zeitfunktion um 7 /2.

D. Weitere spezielle Fourierreihen

Erginzend zu den Berechnungen in Abschnitt 2.1.1.3.2 werden z. B. in den Ka-
piteln 4, 6, 7, 12, 14, 15, 16 und 17 weitere Analysen und/oder graphische Dar-
stellungen von Amplitudenverldufen gebracht.

In der Literatur iiber Leistungselektronik finden sich Anwendungen z.B. in
[2.10] und [2.11].

2.1.2 Laplacetransformation

Die Laplacetransformation wandelt die ein System beschreibenden Differenti-
algleichungen, soferne diese linear sind, in ein lineares algebraisches Gleichungs-
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system um. Da diese Rechenmethode in zahlreichen Biichern (insbesondere auch
fiir die Elektrotechnik) behandelt ist, wollen wir uns hier auf Literaturangaben
beschrinken. So finden sich allgemeine Grundlagen in [2.2], [2.4]...[2.6], sowie
spezielle Anwendungen auf dem Gebiet der Leistungselektronik in [2.7]...[2.9].
Man wird z. B. aus [2.7] sehen, daB3 die Rechnung bald umfangreicher Tabellen
fiir Korrespondenzen zwischen Zeitfunktionen und Laplacetransformierten (Bild-
funktionen) bedarf, soda3 auch die Anfiihrung einiger weniger Zusammenhinge
hier unterlassen werden soll. Stattdessen sollen in Abschnitt 4.2.2.1.3g an Hand
eines Beispiels einige Grundlagen der Laplacetransformation gezeigt werden.

2.1.3 Geometrische Reihen, exponentielle Verliufe und quadratische Gleichungen

a) Ein in Kapitel 4 bendtigtes Detail ist die Summe geometrischer Reihen, die
hier kurz angegeben werden soll.
Die geometrische Reihe

ap,dz,...,dn
ist definiert durch
ajy1 =qaj. (2.155)
Die Summe s,, erhilt man aus
1—g"
= M7 (2.156)
l—¢q
wobei fiir ¢ > 1 besser
n
—1
P C i) (2.157)
qg—1

verwendet wird.

b) Aufstellung von Formeln fiir exponentielle Verldufe: Es kommt oft vor, daf,
ausgehend von einem Anfangswert A zur Zeit t = t, eine Funktion fiir t — o
einem Endwert E zustrebt, wobei bekannt ist, da} die Funktion mit einer Zeitkon-
stanten 7T exponentiell verlduft.

Man kann den Verlauf mit

f()=(E—A)(1—e 0Ty 1 A (2.157a)

sofort angeben bzw. fiir 7o = 0 schreiben:
f(t)=(E—A)(1—e %) +A. (2.157b)

c¢) Losung quadratischer Gleichungen:

AX> +Bx+C=0, (2.157¢)
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—B+ VB2 —4AC
24 :

X1 = (2.157d)

¥ 4+ax+b=0, (2.157¢)

2
a a
= ——34/——b>b. 2.157
X12 2 \/ 1 ( f)

2.1.4 Berechnung von Schaltungen der Leistungselektronik

Es wiirde hier zu weit fiithren, eine Beschreibung von Rechenmethoden speziell
fiir leistungselektronische Schaltungen zu geben, da auf diesem Gebiet eine grofie
Zahl verschiedener Rechenprogramme entwickelt wurde. Weiters ist zu bedenken,
da3 sowohl Analog- als auch Digitalrechner (und Hybridrechner) Verwendung
finden konnten*. Da in allen Fillen eine Reihe von rechentechnischen Details zu
beachten ist, scheint die Angabe wichtiger Literaturstellen in diesem Fall zielfiih-
render als die Beschreibung teilweise heterogener Details.

a) Analogrechner. Eine der ersten erfolgreichen Berechnungen wichtiger lei-
stungselektronischer Schaltungen, nimlich fiir eine dreiphasige Briicke mit Pha-
senanschnitt, diirfte in [2.12] beschrieben worden sein. Die fiir die verschiedenen
Zeitbereiche, die durch das Ziinden und Kommutieren der Ventile bestimmt wer-
den, geltenden verschiedenen mathematischen Systemgleichungen werden durch
monostabile Multivibratoren realisiert. Diese sind mit der Netzfrequenz-Zeitbasis
entsprechend synchronisiert und schalten in den erforderlichen Zeitpunkten die
verschiedenen Verstérker des Analogrechners zu bzw. weg. Zu einer leichten Rea-
lisierbarkeit werden verschiedene leicht zu vertretende Vereinfachungen vorge-
nommen, die im Detail in [2.12] beschrieben werden.

Weitere Publikationen iiber Analogrechneranwendungen in der Leistungselek-
tronik fanden sich héufig in der Zeitschrift Elektrie, z. B. [2.13]...[2.15]. Eine
umfangreiche Literaturliste iiber Anwendungen von Analogrechnern in der Elek-
trotechnik erschien in [2.16]. Hierin findet man auch Angaben zur Hybridrechen-
technik. Spezielle Anwendungen bei der Antriebstechnik liegen in [2.17] vor.

b) Digitalrechner (digitale Simulation). Fiir die Berechnung am Digitalrechner
wurden eigene Computerprogramme geschaffen, um die abschnittsweise Berech-
nung fiir die Zeitintervalle zwischen den Anderungen der Leitzustinde und den
Ubergang ins nichste Intervall auf effiziente Weise zu ermoglichen. Hiebei miis-
sen die Kontinuitdtsbedingungen beachtet werden (Strome in Induktivitidten und
Spannungen an Kondensatoren stetig); weiters darf sich aus Griinden der Stabi-
litdt des Rechenprogramms bzw. der Berechnung der Widerstand der Ventile im

*Heute werden tiberwiegend Digitalrechner verwendet, weil der seinerzeitige Vorteil der Analogrech-
ner beziiglich Rechengeschwindigkeit zufolge der Zunahme an Rechenleistung digitaler Anlagen heute
nicht mehr relevant ist.
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leitenden und gesperrten Zustand bei manchen Programmen maximal um den Fak-
tor 107 unterscheiden.

Auf dem Gebiet der digitalen Simulation hat sich eine eigene Bezeichnungs-
weise herausgebildet; es existiert eine grole Zahl allgemeiner bzw. auf spezielle
Anwendungen bezogener Literatur, wovon einige Stellen, die anwendungsorien-
tiert erscheinen, zitiert seien: [2.20]...[2.47]. Um den Zugang zur Literatur zu er-
leichtern, sollen hier zunichst einige allgemeine Ausdriicke eingefiihrt und dann
ein einfaches Beispiel gebracht werden®: Um zu gewihrleisten, daf} die das elek-
trische Netzwerk charakterisierenden Differentialgleichungen linear unabhéngig
sind, werden die Kreisstrombahnen durch Wahl eines sogenannten vollstandigen
Baumes (V.B.) eingeschrinkt. Es handelt sich dabei um ein System von Netz-
werkzweigen, bei dem die Knoten eindeutig und nur iiber den vollstindigen Baum
verbunden sind. Die Kreisstrombahn verlduft in sich geschlossen von einem freien
Zweig iiber den V. B. (Abb. 2.30). Daraus folgt, daf} die Anzahl der freien Zweige
gleich der Anzahl der Kreisstrome m ist. Es gilt

m=z—k+1,

wobei z Anzahl der Zweige, kK Anzahl der Knoten.

£ 7
g4 mmmmm==- } It e ~Z
1. 1 ' !
5/’{ 1 I I
my 4 AR
1
: | 1 1 Z
— 7T
Ly iy : :
____( )_._ P
7N I____I/'_t’z___f A, E : £y
& | 3
i Nz I ;
. 1 H 1
Bavimzwery
£ 7.

Abb. 2.30. Beispiel einer leistungselektronischen Schaltung mit Bezeichnungsweisen der digitalen Si-
mulation. F.Z. freier Zweig, V.B. vollstindiger Baum, bestehend aus einzelnen Baumzweigen, iy,
Kreisstrome, Maschenstrome (k = 1,2,...), iy Zweigstrome (k= 1,2,...)

Mit den Bezeichnungen aus Abb. 2.30 soll in die in der digitalen Simulation
iibliche Notation eingefiihrt werden:

Mit R3 diskreter ohmscher Widerstand sowie (R;);x3 Darstellung der elektri-
schen Ventile durch veridnderliche Widerstiande, konnen wir schreiben

“Bei heutigen Simulationsprogrammen sind die im folgenden beschriebenen Schritte automatisch
implementiert.
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i 1 0 0
in 0 10 ;
. M
. . 0 0 1 !
i=A-iy— |B|= o, (2.158)
in 1 10 ;MZ
is 1 01 M;
is 0 —1 1

wobei i Vektor der Zweigstrome, iy, Vektor der Maschenstrome, A Zweig-Maschen-
(Inzidenz)matrix sind; weiters benotigen wir im folgenden A r, transponierte Zweig-
maschenmatrix, d. h.,
(aw)r = ay.
Fiir jede Kreisstrombahn 146t sich durch einen Spannungsumlauf eine lineare
Differentialgleichung aufstellen. Die m Kreisstrombahnen liefern damit ein Diffe-
rentialgleichungssystem, das allgemein wie folgt geschrieben werden kann:

en =Ry iy +Lag i+ Sy - qups qy =im. (2.159)

g bedeutet die Ladung auf den Kondensatoren und S = 1/C die reziproke Kapa-
zitdt, Ry, Ly, Sy sind die (Kreis-)Matrizen der ohmschen Widerstinde, der In-
duktivititen bzw. der reziproken Kapazititen, ey ist der Vektor der eingeprigten
Kreisspannungen.

Die Kreisgrofien (Index M) konnen durch folgende Beziehungen ermittelt wer-
den:

el
ey =Ar| - |, (2.160)
€z
R 0
0 R,
L
L - Mgy
Ly =Ar A (2.162)
My Ly
L,
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und
1/Cy ... 0

Su=Ar| : 1/c; :|A. (2.163)

0 1/Cz

Hiebei sind z Anzahl der Netzwerkzweige, m Anzahl der Kreisstrombahnen, e;
eingeprégte Spannung im Zweig j, R; Widerstand im Zweig j, L; Induktivitidt im
Zweig j, C; Kapazitit im Zweig j, M j;, = My ; Gegeninduktivitéiten zwischen den
Zweigen j und k.

Hieraus folgt im speziellen Fall

0
0
el 1 00 -1 -1 0 0 —-E
ev=Ar| =101 o 1 0 —1 . = E|.- (2.164)
e6 001 0 1 1 0 0
0

Mit den Annahmen
R =R¢ =10 Q, Ry=Rs=2Q, R;=0Q
sowie R3 allgemein (variabel), ohne speziellen Zahlenwert gegeben,

folgt aus Gl. (2.161)

10°°0 0 00 O
0 2 0 00 0
1 00 -1 -1 0 6 0 R 00 0
Ruy=|010 1 0 —1I . A
0 0 0 00 O
001 0 1 1
0 0 0 02 0
0O 0 0 0 0 10°
10°+2 0 -2
= 0 2_|_105 —~10° . (2.165)
-2 —10° Rz +2+10°

Ebenso wird Lj; mit Hilfe von Gl. (2.162) zu
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00 0 0 00
00 0 0 00
00 Ly My 0 0 Lo —La —Mas
Ly =Ar 3 A=| _1, L, Mgy | @166
00 Myz Ly 0 0O e
00 0 0 00 S
00 0 0 00

berechnet. Einsetzen von Gln. (2.164)...(2.166) in GIl. (2.159) (mit Sy, = 0,
qy = 0) erlaubt bereits eine systematische Vorgangsweise zur abschnittsweisen
Berechnung von iy, auf Digitalrechnern [2.47].

2.2 Elektrotechnische Grundlagen
2.2.1 Allgemeines

Hier soll vorausgesetzt werden, daf} die Grundlagen der Elektrotechnik weitge-
hend bekannt sind. Wir wollen daher nur einige Bereiche herausgreifen, die fiir
die Leistungselektronik wichtig sind, aber in vielen Fillen in den allgemeinen
Grundlagen hochstens gestreift werden. Vorher sollen noch Konventionen zu den
Zihlpfeilen erwédhnt werden.

2.2.2 Spannungen und elektromotorische Krdfte (Zdhlpfeile und Definitionen)

Allgemein gilt
Uah = Pa — Pp, (2.167)
wobei der Zihlpfeil fiir u,, bei Punkt a beginnt und zu Punkt b weist. Ebenso

weist der Zihlpfeil von e,;, von Punkt a nach Punkt b. Es gilt immer u,, = €j4;
der Einfachheit halber soll hiebei nur jeweils ein Schaltelement betrachtet werden.

Y ’
€or b+ % @ %
- —illl— —i—
£z T - ‘* g 7 g 7 7
a I €7 - &y
% - — Uy Ly ——m

Abb. 2.31. Batterie und Transformatorwicklungen: Potentiale ¢;, Spannungen u;; und elektromotorische
Krifte ey [eq; ist die (innere) Ursache (die EMK, physikalisch von 0 nach 1 gerichtet) fiir eine (duf3ere)
Potentialdifferenz, die als ,,Gegengewicht” zur EMK von 1 nach 0 gerichtet ist.]

Dies kann man sich anschaulich z. B. an Hand der Batterie erklidren: eq; ist die
elektromotorische Kraft (EMK, gemessen in Volt, also physikalisch eine Span-
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nung), die einen Transport der positiven Ionen derart bewirkt, dal Punkt 1 gegen-
iber Punkt O ein positives Potential erhilt, wodurch die duflere Spannung an den
Batterieklemmen uj9 = @1 — @p > 0 wird. e ist also sozusagen die Ursache, u;g
die Wirkung.

Analoges gilt bei Transformatorwicklungen: Die Induktion zufolge des Faraday-
schen Induktionsgesetzes in einer Richtung innerhalb der Wicklung bewirkt, dafl
auflen eine Spannung in der entgegengesetzten Richtung auftritt. Somit gilt hier

€01 = uU10 = Q1 — Qo (2.168)
bzw.
eo1 = —uUp1 = Q1 — @p. (2.169)

Man kann auch sagen, da3 die duflere Spannung u;o der induzierten Spannung
(EMK) eg; das Gleichgewicht halten muB.

2.2.3 Transformatoren

Als Konvention bei der Darstellung von Transformatoren in der Leistungselek-
tronik gilt, dall parallel gezeichnete Wicklungen auf demselben Kern liegen. Das
heif3t also, tritt in einer Wicklung eine Spannung auf, so entsteht in allen parallel
gezeichneten Wicklungen ebenso eine Spannung, die allerdings je nach Wick-
lungszahl und -sinn eine andere GroBe und Polaritidt haben kann. Weiters wird bei
den Zeichnungen meist darauf geachtet, da3 Phasenverschiebungen zwischen den
Spannungen von Wicklungen verschiedener Kerne durch entsprechende Verdre-
hung der einzelnen Wicklungssymbole angedeutet werden. Als Alternative wird
der Wicklungssinn durch Punkte an der Wicklung gekennzeichnet (vgl. Abschnitt
11.2).

Eine spezielle Transformatorart, ndmlich der Spartransformator (Abb. 2.32),
wird speziell bei selbstgefiihrten Wechselrichtern verwendet (vgl. Abschnitte 4.3
und 16.1).

Y

T EL

l', t‘/, 'WZ

£ —— i -——
Upg =0 O Uspg="Upp

Abb. 2.32. Spartransformator

Wird von auBlen z. B. eine Spannung u19 = Up angelegt und gilt fiir die Wick-
lungszahlen w; = w», so wird zufolge des gemeinsamen Kernes

u12 = 2uy9 = 2Up. (2.170)
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2.2.4 Drehstromsysteme — Verhalten bei Oberschwingungen

Wie in Abschnitt 2.1.1.3.2 bereits gezeigt, tritt auf der Netzseite (Primérsei-
te) einer leistungselektronischen Schaltung ein mit Oberschwingungen behafteter
Strom auf. Nehmen wir nun ein Amplitudenspektrum z. B. nach Abb. 2.8 (oder
Abb. 2.12) an, so sehen wir, da} dort nur ungeradzahlige Harmonische auftreten.
Im allgemeinen Fall (siehe Kapitel 4 und 6, z. B. Abb. 6.29) treten aber auch ge-
radzahlige Oberschwingungen auf, was im folgenden beriicksichtigt werden soll:

ix = co+c1sin(@t + @) + c2 sin(20t + @)
+c3sin(3wt + @3) + casin(4ot + @4) +cssin(Swr +@s) +---,  (2.171)

wobei die ¢; die Dimension eines Stromes haben. co mu3 = O sein, falls zwischen
der Leistungselektronik (mit Last) und der Generatorseite ein Transformator liegt
(vgl. Abschnitte 4.2 und 6.6.1 sowie 6.6.2).

\ 2z,

iR,

%, >
%%

Abb. 2.33. Zeigerdiagramme zur Zusammensetzung der Linienstrome aus den Phasenstromen am Bei-
spiel der 1., 3. und 5. Harmonischen

Zufolge der Phasenverschiebungen in den beiden anderen Wicklungen treten
dort folgende Strome auf:

iy = crsin(wt + ¢ —27/3)
+crsin2ot 4+ @2 —2-21w/3) + c3sin(3wt + @3 —3-27/3)
+egsin(dot+ @ —4-21w/3) +cssin(5ot + @s —5-2w/3) + - (2.172)

und
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i, = cysin(ot + ¢ —4m/3)
+crsin(2wt 4+ @ —2-41/3) + c3sin(3wt + @3 —3-47/3)
+cysin(4wt + @4 —4-41/3) +cssin(Sot + s —5-4m/3)+---, (2.173)

was sich einfach durch Verschiebung der Zeitbasis, also Ersetzen von @t durch
ot —27/3 bzw. 0t — 47 /3, in allen Termen von i, ergibt. Man sieht hieraus z. B.,
daf alle 3. Harmonischen gleichphasig werden (Abb. 2.33).

! i
N

o &

Bt—o
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A

Abb. 2.34. Schaltungsvarianten der Dreiphasensysteme. a Sternschaltungen ohne Nulleiter, » mit Nullei-

ter, ¢ Kombination mit Dreieckschaltung, LE leistungselektronische Schaltung, V' selektives Voltmeter

zur Messung von Spannungsharmonischen, die durch Stromharmonische in den Verbindungsleitungen
verursacht werden

Sind die Wicklungen x,y,z in Stern mit Nulleiter geschaltet, treten auch in den
Zuleitungen die Wicklungsstrome unmittelbar auf. Bei Dreieckschaltung ergibt
sich in den dufleren Zuleitungen (Linien) jeweils die Differenz zweier Strome,
z.B.

iR = ix— iy,
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woraus sich nach mathematischer Umformung bzw. durch Betrachtung des Zei-
gerdiagramms (Abb. 2.33) ergibt:

ir = V3cysin(@t + @1 + 7/6) + V3easin(2wt + ¢ — 7 /6)

+V3cysin(40t + @4+ 7/6) +V3cssin(50t + @5 — m/6) + - .
(2.174)

Man kann sich leicht iiberlegen, daf} alle Harmonischen mit den Ordnungszah-
len 3n(n=1,2,3,...) wegfallen. Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir is und ir,
wobei auch hier alle Harmonischen der Ordnung 3n zu null werden.

Man sieht, daB in erster Niherung bei Dreieckschaltung in den Zuleitungen kei-
ne 3. Harmonischen auftreten, da sie in den Dreieckswicklungen praktisch kurz-
geschlossen werden. Bei Sternschaltung mit Nulleiter flieen sie jedoch gleich-
sinnig durch letzteren. Gleiches gilt fiir alle Harmonischen mit Ordnungszahlen
3n,n=1,2,3,....

Die verschiedenen Schaltungen (Abb. 2.34) sind deshalb auf Grund der ent-
sprechenden Vorschriften mit unterschiedlichen Stromrichterleistungen belastbar,
wie in Abschnitt 6.1.2 angefiihrt wird, d.h., Dreieckschaltungen diirfen hohere
Stromrichterleistungen aufweisen.

2.2.5 Leistungsarten und Kennwerte nichtsinusformiger Strome und Spannungen

Eng zusammenhédngend mit dem Betrieb leistungselektronischer Schaltungen
am Netz ist selbstverstindlich der Begriff von Wirk- und Scheinleistung, wobei
hier noch Blind- und Verzerrungsleistung beriicksichtigt werden sollen. Zwar trigt
die Verzerrungsleistung nicht zum Transport von Energie bei und konnte deshalb
als Blindleistung bezeichnet werden; die Blindleistung wird aber meist nur fiir rein
sinusférmige Spannungen und Strome derselben Frequenz definiert. Um hier ma-
thematisch klare Verhiltnisse zu schaffen, hat es sich in der Leistungselektronik
eingebiirgert, die Verzerrungsleistung, die im folgenden abgeleitet werden soll,
separat zu behandeln. Die Motivation dafiir wird auch an Hand eines Beispieles
verdeutlicht werden. Zunichst sollen jedoch die Effektivwerte nichtsinusférmiger
Spannungen und Stréme (oft als Mischspannungen bzw. -strome bezeichnet) spe-
ziell am Beispiel des Stromes berechnet werden.

A. Effektivwerte
Die Definition des Effektivwertes lautet

(2.175)

i(¢) sei als Fouriersche Reihe dargestellt:
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i=io+isin(@r+ @) +irsin(2or + @) +- - (2.176)
mit der Periode
2
- 2.177)
)

Einsetzen in die Definitionsgleichung bringt ein Integral iiber quadratische Glieder

der Form

i2sin®(vor + y)

und iiber Kreuzprodukte
ijipsin(jor + @;) sin(kot + @); k+# j,

wobei letztere wegen der Orthogonalitdt der Kreisfunktionen nach Integration
iiber die Periode 7' den Wert 0 ergeben. Man erhilt somit, da

sin vt +cos> vor = 1

2

1

E/(sinszﬂ—cosz vor)dot = 1
0

und, weil sowohl sin? vt als auch cos? ver im Intervall [0,27] denselben Fli-
cheninhalt aufweisen (beide sind ja nur in Richtung @z-Achse verschoben und v
sei ganzzahlig),

2
1 1
o / sin? vordot = 5 (2.178)
0
bzw.
T
! / 2 sin® vordt iv (2.179)
J— 1 = —. .
T/ 2
0
Somit wird
22
I=lp5= ig+§1+52+---. (2.180)

Da bekanntlich bei einem rein sinusformigen Strom, also auch bei jeder Harmo-
nischen fiir sich betrachtet,

I, (2.181)

I v
= V.,eff = 7_
2
und beim Gleichstrom
Io =1y er =0 (2.182)
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gelten, kann man

U= \/U3+U12+U22+"' (2.183)

und ebenso

schreiben.

B. Wirkleistungen
Fiir die Wirkleistung oberschwingungsbehafteter Strome und Spannungen gilt
die allgemeine Formel

T
1
P=Py=o / w(0)i(t)dt, (2.184)
0

wobei der Index W hie und da zur deutlicheren Kennzeichnung hinzugefiigt ist,

aber P den Normen entspricht. In Gl. (2.184) gilt
u(t) =up+uy sin(a)t + (pu1) +up sin(Za)t + (Puz) +---, (2.185)
i(t) =io+ i1 sin(wr + @1 ) + i sin(20t + @;, ) + - - - . (2.186)

Falls man wieder beachtet, dal Kreuzprodukte nach Integration = O ergeben, ver-
bleiben nach trigonometrischen Umformungen (vgl. Anhang 2A) Ausdriicke nach
folgendem Muster:

sin(@r + Q1) sin(@r + @iy )

= (sin @t cos @1 + sin @, cos @t )(sin @ cos ;1 + sin @;; cos wr)

1 1
= 5(1 —C0s2t) cos @, cos Qi) + 5(1 + cos2mt) sin ¢y sin @;

+ Glieder mit (sin @t cos wr), die nach Integration 0 ergeben. (2.187)
Mit
COS (1 COS @;1 + Sin @y sin @1 = cos(P,1 — Pi1) (2.188)
und Setzen von
Oul — Qi1 = @1, (2.189)
ebenso fiir @, mit v =2,3, ..., erhélt man
P:uoio—l—ulzlcos(pﬁ—%cos(pz%—m (2.190)
und mit Uy analog wie bei I, (GI. (2.181))
P =Uply+ Ul cos @ +Uzlrcos o +Uzlzcos @z + - -+, (2.191)

wobei die Uy, I, die Einzel-Effektivwerte darstellen.
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C. Kennwerte, am Beispiel der Spannungen angeschrieben

a) Scheitelfaktor (engl. Crest Factor)

fs= % (U = Effektivwert), (2.192)
z.B. fiir
reinen Sinusvorgang: fs=V2,
Dreieckskurve (Abb. 2.6a): fs =3,
Rechteckschwingung (Abb. 2.7): fs=1,
Gleichspannung: fs=1

Meist wird fs allerdings nur bei reinen Wechselgroflen (d. h. bei U; = 0) definiert
(Ug = Uy arithmetischer Mittelwert).

b) Formfaktor

U .
fr=2 (2.193)
Ug

T
z.B. fiir Sinus 1,11; Dreieck 1,15; Rechteck 1. Ug; = Gleichrichtwert = %f |u|dt.
0

¢) Oberschwingungsgehalt (Klirrfaktor, meist nur bei Uy = 0 definiert)

VU U+ \JUr-Uk-U3)
B U B U ’
wobei U der gesamte Effektivwert ist. In der angloamerikanischen Literatur wird
alternativ THD (Total Harmonic Distortion) verwendet, wobei im Nenner von GI.
(2.194) U durch U ersetzt ist, also auf die Grundschwingung bezogen wird.

k

(2.194)

d) Grundschwingungsgehalt (Verzerrungsfaktor, meist nur bei U; = 0 definiert;
engl. Distortion Power Factor)

_u
8=
F+k=1. (2.195)
e) Welligkeit
VUP-Ui oy
-V ¢_Z~ 2.196
w U, U, ( )

(z. B. bei Gleichstrom: U = Uy, w = 0). Wenn U der Effektivwert der Mischspan-

nung ist, wird /U2 — UL% der Effektivwert U.. des Wechselspannungsanteiles (sie-
he auch GI. (2.183)). Weitere Angaben fiir Welligkeiten finden sich in Tafel 6.1.
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Zur Verdeutlichung der auf Spannungen (wie hier) bzw. auf Strome bezogenen
Kennwerte werden oft die Indizes u bzw. i verwendet, so dal man hier g,, w, etc.
schreiben konnte; weiteres sieche Abschnitt 14.6.2.5.

D. Leistungsbilanz und Leistungsarten oberschwingungsbehafteter Strome und
Spannungen

Geht man aus von der allgemeinen Definition der Scheinleistung S (frither oft
Ps genannt)

S=P=U"I, (2.197)
so erhélt man mit GI. (2.183) und nachfolgender Vereinfachung der Summen-
schreibweise

S=y YUY = YUY} (2.198)
k=0 =0 k I
und somit

s* =Y Y (), (2.199)
k1

was durch explizites Anschreiben leicht verifiziert werden kann.
Um auf die Phasenverschiebungen zu gelangen, formen wir zunichst rein for-
mal um:

§* =Y (Udicos 9 )* + Y. (Uihesing)* + Y Y (Unlh)*. (2.200)
k k k1
k1
Weil
2
(Zak> :ZakZal :Zai+zzak‘” (2.201)
k k ] k k 1
k£l
und somit

2

Yai= <Zak> - Y @y, (2.202)

k k k1
kAl

kann man schreiben
2 2

§2 = <Z Uyl cos (pk> + <Z Ul sin (pk> - Z Z Ui cos @ Ul cos @ —

k k k I

kAl

=Y Y UdysinqUilsing + Y Y (Uil))? (2.203)
k1 k1
k£l k£l



64 2. Mathematische und elektrotechnische Grundlagen

und nach entsprechender Zusammenfassung

2 2
§* = (Z Ugl cos qok> + (Z Urlsin qok>
k k

+ Y Y [(U))* — Ul Unly cos (@ — @) (2.204)
k 1
k£l

Der erste Term ist das Quadrat der Wirkleistung (GI. (2.191)), der zweite Term
besteht aus den Summanden Uyl sin ¢, die liblicherweise als Blindleistungen be-
zeichnet werden:

2
Q*=P; = (Z Uglgsin (pk> : (2.205)
k

Somit verbleibt der dritte Term, der aus formalen Griinden die Bezeichnung Ver-
zerrungsleistung (D, frither Py) erhdlt. Man kann also schreiben:

P} =P} +P}+P} (2.206)

bzw.
§? = P>+ Q*+D?, (2.207)

wobei die alternativen Bezeichnungen
Py = P; PS:S, PB:Q und Py =D (2208)

verwendet wurden.

Wie eingangs zu diesem Abschnitt erwéhnt, wird D aus den dort angegebe-
nen Griinden separat von Q definiert, trigt aber ebenso wie Q nichts zur eigentli-
chen Leistungsiibertragung bei; D macht sich letzten Endes durch die den Ober-
schwingungsstromen entsprechenden ohmschen Verluste (die eben gréBer als bei
reiner Wirkleistungsiibertragung sind) in den Zuleitungen bemerkbar. Dall Q =0
bei D # 0 moglich ist, zeigt ein spéter folgendes Beispiel (S. 68).

Graphische Darstellung der Leistungsbilanz. Schreiben wir (mit uy, i, als Am-
plituden der einzelnen Harmonischen)

u=uysin(wt + o) + - +uysin(vor + oy )+ -,
i=ipsin(wr+ay— @)+ +iysin(vor+ay —@y) +--- (2.209)
und fithren (formal) eine HilfsgroB3e ein [2.48],

' =usin(wt+ oy —m/2)+---Fuysin(vor+oy —m/2)+---,  (2.210)
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so wird @§ = ¢, — m/2 die Phasenverschiebung von u}, = u, gegeniiber i,. Da
uy, = uy vorausgesetzt wird, gilt auch fiir die Effektivwerte

Ur=U. (2.211)

Fiir die Wirkleistung setzt man an

Payy =Y Uylycos @y = Ul cos @ (2.212)

mit cos ¢ als reiner RechengroBe. Zur einfacheren Schreibung wollen wir die Uy,
U, und I, als Komponenten von entsprechenden Vektoren auffassen und skalare
Produkte anschreiben; so ist z. B.

(U-I) =Y Uylycos @y = Py (2.213)
und weiters

(U-U")=0 (2.214)

wegen des Winkels 7 /2 zwischen allen Komponenten.
Die bereits vorhin definierte Blindleistung 148t sich als

. . n
0 =Py =Y Uylysingy, =Y Uslycos (@v— 5 ) (2.215)
darstellen, da ja Uy = U,;. Wir verwenden
Qv —T/2=0; (2.216)
und erhalten
Q= (UI) =U"Icosp* (2.217)

mit ¢* als neuer Rechengrofe, die im folgenden diskutiert werden soll.
Mit
=P+ Q>+ D’ (2.207)
bzw. mit den neuen Bezeichnungen nunmehr
§? = (UI)? = (UIcos 9)* 4 (U*Icos ¢*)* + D? (2.218)
suchen wir eine Beziehung zwischen ¢* und ¢. Aus Gl. (2.218) folgt
(U*Icos %) +D* = (UI/1—cos2 9)%;

mit U* = U wird somit

(UI? cos® @* +D* = (UI)*(y/1 —cos? ¢)? (2.219)
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und, da D? jedenfalls > 0,

(UI?cos? ¢* < (UI*(\/1—cos? @)? (2.220)

bzw.
cos@* < /1 —cos?o, (2.221)

da aus physikalischen Griinden —7/2 < ¢ < /2 sein muB3 (¢ ist ein Phasenwin-
kel zwischen Strom und Spannung).
Nunmehr ist
cos @* <sin@ = cos(m/2— @) (2.222)

und
o™ > /2~ 9, (2.223)

da cos wr im Intervall (0, 7/2) monoton féllt (Abb. 2.35a) bzw. auch in negativer
ot-Richtung von 0 bis —/2, was durch Setzen des Absolutbetrages beriicksich-
tigt wurde.

Die bisherigen Uberlegungen lassen ein Zeigerdiagramm nach Abb. 2.35b auf-
stellen, in dem beriicksichtigt ist, daB einerseits zwischen U und U™ ein rechter
Winkel sein muB, andererseits der Winkel zwischen U* und I grofer als 7 /2 — ¢
sein muB, sodaB U* nicht in der aus U und I aufgespannten Ebene liegen kann.

cos Wi

Abb. 2.35. a Monotones Abfallen der Cosinusfunktion in (0,7/2), b Spannungs- und Stromzeiger (Die
Vektoren werden in Text durch Fettdruck dargestellt.), ¢ Leistungszeiger

Dies fiihrt direkt zur Darstellung der Leistungen in Abb. 2.35c. Es ergibt sich
tatsdchlich

$? =P+ 0>+ D’ (2.207)

Beispiele:
1. Ohmsche Last: Als einfachste Moglichkeit betrachten wir die ohmsche Last.
Hier gilt ¢ = ¢» = @3 = --- = 0, woraus nach Einsetzen von Q = 0 und mit

Ui/l =R =U/I,
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D= [Y (Uil —Ud;)> =0
ik

wird. Somit ist S = P, und alle Zeiger (I, U, P und S) fallen in dieselbe Richtung.

2. Gleichrichtung: Man erhilt sowohl ohne Phasenanschnitt (mit oder auch oh-
ne Freilaufdiode) als auch mit Phasenanschnitt [hier nur bei Verwendung vorzei-

LR

2

L
I
'::2/ \Eﬁ |
I

Abb. 2.36. Gleichrichtung (u Netzspannung, i Netzstrom), i, ohne Phasenanschnitt (& = 0), i;, mit Pha-
senanschnitt (a > 0) (zweipulsig) und vorzeitiger Loschung (Abb. 6.25)

S
-

@i

v

tiger (Zwangs-)Loschung, d. h. Ausschaltung] einen Netzstrom, dessen Fourier-
reihe
i = I sinwr + 3 sin30t + Issin50f + - - -

lautet, somit
(Pl = (p3 — e — 0;
mit
u=U;sinwt

ergibt sich
u* = Uysin(ot —1/2).

Wir erhalten weiters
P =Ulicos Q1 = U1

und
Q=Ulising; =0.

S=Ul,

ist mit
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U=Ur und I=,[Y 2#1
k=1

S=UI+#P.

nunmehr

Bei oberflichlicher Betrachtung hitte man wegen Q = 0 hier den falschen Schluf}
S = P ziehen konnen. Nun wird also die Notwendigkeit der Beriicksichtigung von
D besonders deutlich:

$2=P*+D*> und S#P,

obwohl Q = 0.
Im Zeigerdiagramm nach Abb. 2.35¢ kommt wegen Q = 0 jetzt D in die y-Achse
zu liegen (Abb. 2.37).

Abb. 2.37. Leistungszeiger zu Abb. 2.36. Angedeutet sind (Q1,D;1) — (Q2,D;) fiir fortschreitende Ab-
nahme von Q;, woraus zu sehen ist, dal D fiir Q = 0 in die y-Achse fillt.

2.2.6 Kennwerte bei nichtsinusformigem Strom und sinusformiger Spannung;
Leistungsfaktor und Verschiebungsfaktor

Fiir die Betrachtung der Netzseite leistungselektronischer Schaltungen kann oft
starre, rein sinusformig eingeprigte Netzspannung angenommen werden. [Dies
gilt natiirlich nicht, wenn man z. B. Spannungseinbriiche durch Kommutierungen
untersuchen will, die zu Netzriickwirkungen (Kapitel 6) und elektromagnetischen
Beeinflussungen (Kapitel 7) Anlal geben; wohl trifft die Vereinfachung aber fiir
die meisten Leistungsiiberlegungen mit guter Ndherung zu.]

Zunichst sieht man wegen

U;=Uy=0; Ug=0 fir k>2, U=U

aus GI. (2.191):
P (= Pw)="Ulcos@; = Py. (2.224)
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Man definiert nun als (totalen) Leistungsfaktor

P P
A=—=— 2.225
Ps S ( )
und als Grundschwingungswirkstrom
Iy, =L cos @y. (2.226)

Definiert man I, als Grundschwingungsblindstrom, so wird
P=B+G+B+--=Icos’ o +Iisin’ @+ +15+---
=Iy +I5 +G+GE+ .

Manchmal werden fiir U = U; auch Grundschwingungsscheinleistung S| = Uiy,
Grundschwingungswirkleistung P, = Uljcos¢; (hier gleich P) sowie Grund-
schwingungsblindleistung O = U1, sin @; definiert.

Aus Gl. (2.204) (letzter Term) erhélt man

Pp=D"=U*Y I, (2.227)
k=2
aus GI. (2.198)
PE=8=Ur=UY I} (2.228)
k=1
Gleichung (2.205) liefert
P;=Q*=UI}sin* ¢ = 0} (2.229)

und somit nach Anwendung von Gln. (2.224) und (2.227) ...(2.229)
§? =P} 4+ 0} + D% (2.230)
Kombiniert man nun Gln. (2.224)...(2.226) und (2.228), so ergibt sich

_ P _ Ul _ Ik

A _ -
S Ul L1

(2.231)

nach Erweiterung mit /;. Beriicksichtigt man Gl. (2.195) und wieder Gl. (2.226),
so erhilt man
A = gicos @y, (2.232)

wobei der Index i oft auf den Grundschwingungsgehalt g des Stromes hinweist.
cos ¢ wird somit nur bei rein sinusférmigem Strom gleich A, da nur dann I = I
und g; = I; /I = 1 gelten; hiezu tritt noch die Bedingung rein sinusformiger Span-
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nung, wie ja hier vorausgesetzt ist (da sonst schon P = P und Gln. (2.224) sowie
(2.231) nicht zutrifen). Bei A # cos ¢; heilt cos @; Verschiebungsfaktor.
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Anhang 2A. Winkelfunktionen — Additionstheoreme

Bei Leistungsberechnungen, speziell bei der Anwendung von Gln. (6.8a) und
(6.8b), insbesondere aber bei den Auswertungen gemél der FuBnote auf S. 543
werden immer wieder die folgenden Beziehungen benétigt:

sin(oc =) = sinacos B cosasin (2A.1)
sin2¢t = 2sin X cos & (2A.2)
cos(ot+ ) = cosxcos B Fsinosin B (2A.3)
cos2a = cos® @ — sin’ & (2A4)
+
sina - sin § = 2cos (@) sin (#) (2A.5)
cosa—cosﬁ——2sin(a;ﬁ>sin<a;ﬁ) (2A.6)
cosa+cosff =2cos (#) cos(a;ﬁ> QA7)
: : 1 1
sinasinff = Ecos(a—ﬁ)—icos(a—kﬁ) (2A.8)
1 1
cosacosff = Ecos(a—kﬁ)—kzcos(a—ﬁ) (2A.9)
, 11
cos“ o = = + = cos2x (2A.10)
2 2
1

sinacosf§ = E[sin(a—ﬁ)—ksin(a—kﬁ)] (2A.11)
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