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9 Fourieranalyse von nichtsinusformigen periodischen
Wechselgrofien und nichtperiodische Grofien

9.1 Fourierreihenentwicklung von analytisch gegebenen
nichtsinusformigen periodischen Wechselgrofien

Nichtsinusformige periodische Wechselgrifien

Die Annahme sinusformiger Wechselgroflen v =V -sin(ot + ¢, ) in elektrischen Netzen
erleichtert die Berechnung von Wechselstromnetzwerken. Die stationdren Vorgénge las-
sen sich durch die komplexe Rechnung, Zeigerdiagramme und Ortskurven anschaulich
beschreiben.

In Wirklichkeit weichen die zeitlichen Verldufe von Wechselgroflien mehr oder weniger
von der Sinusform ab. Die Abweichungen werden z. B. durch die Konstruktion der Gene-
ratoren (Luftspaltinduktion l&ngs des Luftspalts ist nicht exakt sinusférmig), durch Nicht-
linearitdten von Netzparametern (ohmsche Widerstinde und Induktivititen mit Eisenker-
nen sind stromabhiingig) und durch nichtlineare Ubertragungseigenschaften von aktiven
Bauelementen (Transistoren, Rohren) verursacht.

Fiir spezielle Anwendungen werden nichtsinusformige periodische WechselgroBen (z. B.
Sagezahnfunktionen, Rechteckimpulse) erzeugt, fiir die Effektivwert- und Leistungsbe-
rechnungen notwendig sein kdnnen.

Darstellung nichtsinusformiger periodischer Wechselgrofien durch Fourierreihen

Nichtsinusformige periodische Wechselgro3en
v(t)=v(t+k-T) mit k=0,=1,+2, ... 9.1

mit der Periodendauer T und der Kreisfrequenz o

03:275~f=2—Tc
T

lassen sich in eine unendliche Summe von Sinusgréfien vy iiberfiihren, wobei deren Kreis-
frequenzen ein ganzzahliges Vielfaches der Kreisfrequenz o betragen, die durch die
nichtsinusférmige Wechselgrof3e vorgegeben ist:

e8] [ee]
v(t) = Z Vk = Z Vi - sin(kot + @y ) 9.2)
k=0 k=0
oder ausfiihrlich
v(t) =V - sing,q + ¥y - sin(ot + @) + V, - sin2ot + @, ) + V3 - sin(3ot + @ 5) + ...

Gleichanteil 1. Harmonische 2. Harmonische 3. Harmonische
oder Grundwelle oder 1. Oberwelle oder 2. Oberwelle
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96 9 Fourieranalyse

Fir k=0 ist die WechselgroBe ein Gleichanteil,

fiir k =1 stimmt die Kreisfrequenz ® mit der Kreisfrequenz ® der nichtsinusférmigen
Grofe tiberein und heiflit deshalb Grundwelle,

flir k=2 hat der Sinusanteil die doppelte Kreisfrequenz 2-® und wird deshalb 2. Harmo-
nische oder 1. Oberwelle genannt,

fiir k =3 hat der Sinusanteil die dreifache Kreisfrequenz 3-® und heifit deshalb 3. Har-
monische oder 2. Oberwelle usw.

Die sinusférmigen Anteile der Fourierreihe haben unterschiedliche Amplituden ¥y und
unterschiedliche Anfangsphasenwinkel ¢.x. Die Abhéngigkeit der Amplituden von der
Frequenz, d. h. ¥y = f(k), heiBt Amplitudenspektrum und die Abhingigkeit der Anfangs-
phasenwinkel von der Frequenz, d. h. @y = f(k), wird Phasenspektrum genannt.

Damit die Fourierreihe in jedem Zeitpunkt eine beschrinkte nichtsinusformige Wechsel-
grofle ersetzen kann, muss sie konvergent sein. Eine unendliche Reihe ist konvergent,
wenn die Folge ihrer zugehorigen Teilsummen einen Grenzwert besitzt. Die Teilsummen
sind fiir die Fourierreihen bis auf den Gleichanteil trigonometrische Summen:

so(t) =V -sin@,,

s1(t) =V -sin@, + V; - sin(ot + @)

So(t) =V -sin@, + V; - sin(ot + @) + V, - sin(2ot + @,)

s3(t) = Vg -sin @ + V; - sin(ot + @) + V5 -sin2ot + ¢, ) + V5 - sin(Bot + @, 3)

Uusw.

und fiir beliebig viele Summenglieder:

so(0) = D 9y -sin(kot + ) 9.3)
k=0

Konvergenz der Fourierreihen
Uber die zugelassenen Unstetigkeitsstellen einer beschriinkten periodischen
Wechselgrofe sagt die Dirichletsche Bedingung aus:
Ist die WechselgroBe v(t) im Intervall 0 <t < T auBler in hochstens endlich vielen
Sprungstellen stetig und stiickweise monoton, so konvergiert ihre Fourierreihe, und
zwar gegen v(t), wo v(t) stetig ist. Sie konvergiert an den Sprungstellen gegen
v(t—0)+ v(t+0)
2 ,
wobei v(t — 0) der linksseitige Grenzwert und v(t + 0) der rechtsseitige Grenzwert
der Funktion v(t) mit der Sprungstelle an der Stelle t ist.

Periodische Funktion v (of)

Ist die periodische nichtsinusformige WechselgroBle in Abhédngigkeit von ot gegeben,
dann lautet die Bedingung fiir die Periodizitét

viot)y=v(ot+k-2mr) mit k=0,+1,+2,... 9.4)
und die Teilsummen sind ebenfalls Funktionen von wt: sg(wt), sj(wt), sy(wt), ...



9.1 Fourierreihenentwicklung 97

Beispiel:
Fiir die im Bild 9.1 gezeichnete periodische Sdgezahnspannung

u(cot)=ﬁ-(l—gtj fir 0 <ot<2n
27

ist die Fourierreihe entwickelt worden (siehe Beispiel 2 am Ende dieses Abschnitts):

0 0 <&sinkot
u(ot) =—+—- 9.5)
2

a0
u(ot) =—+—
T

sinot sin2mt  sin3ot
. + + + ...
1 2 3

sinot U sin2wt G sin3ot
. —_ + —_ +
1 T 2 b 3

u(ot) =% +%

Die zugehorigen Teilsummen sind

so(wt) =

SRR}

sin ot

sl(mt):%+%~

sinot O sin2omt

b1 2

sy(ot) :% + %

0 U sinot U sin2mt 0 sin3mt
S3(mt):5+—- +—- +—-
m

1 b1 2 T 3

il

A n
sn(o)t)=%+;-z nt

Die Sagezahnspannung u(wmt), die Summenglieder und die Teilsummen sy, s,, s3 sind im Bild
9.1 dargestellt.
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Bild 9.1
Trigonometrische
Teilsummen einer
Sdgezahnspannung

Dem Gleichanteil 10/2 wird zunéchst die Grundwelle (U/m)-sinwt {iberlagert, so dass sich
die Teilsumme si(ot) ergibt. Dann wird der Teilsumme sj(wt) die 1. Oberwelle
(0/2m) - sin2ot  hinzugefiigt, wodurch die Teilsumme sy(wt) entsteht. Wird zur Teilsumme
sy(wt) die 2. Oberwelle (0/3m)-sin3wt addiert, dann ergibt sich die Teilsumme s3(wt). Die
trigonometrischen Reihen néhern sich mit grofler werdendem n gegen die gegebene Funktion
u(mt):

1, sin kot

uot) =2+ % lim
2 n n—00, =
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Fourierreihe mit Fourierkoeffizienten

Die Amplituden und Anfangsphasenwinkel der Fourierreihe werden nicht direkt aus der
analytisch gegebenen Funktion berechnet, sondern iiber die Fourierkoeffizienten a; und
by. Die Fourierreihe wird in eine Form gebracht, in der Kosinus- und Sinusglieder vor-
kommen. Mit dem Additionstheorem

sin(o. + B) =sin o - cos B+ cos a - sin f3

lassen sich die Sinusglieder in der Gl. (9.2) umformen:
Vi =V - sin(kot + @y )
Vi =V - sinkot - cos @y + Vi - coskwt - sin @y
Vi = Vi - Sin @y - coskmt + Vi - cos @y - sinkmt

Vi = ay - cos kmt + by - sin kwt 9.6)
mit  ag =V - sin @y 9.7)
und by =¥y - cos Q. 9.8)

Die Fourierreihe enthélt dann die Amplituden ay und by:

V() =D v =D (ay - coskot + by - sinkot).
k=0 k=0

Da fiir k=0
vg=ag-cos 0+bgy-sin0=a,

kann in der Fourierreihe der Gleichanteil aj getrennt geschrieben werden:

o0
v(t)=ag+ Z (ay - coskot + by -sinkot). 9.9)
k=1
Ehe die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten hergeleitet werden, kann der Zusammen-
hang zwischen dem Amplituden- und Phasenspektrum und den Fourierkoeffizienten be-
rechnet werden. Durch Quadrieren der Gl. (9.7) und Gl. (9.8) und anschlieBendem Addie-
ren wird @y eliminiert und durch Dividieren der Gl. (9.7) durch die Gl. (9.8) wird v eli-
miniert:

a2 + b2 = V12 - (sin? @y + cosZ @y ) = Vi

{’k = \/akz + bk2 (9.10)

ap Vi - sinQyy

= =tanQy
by Vg - cosoy
'y 9.1
Pvk = arc tan . 9.11)
bk

Sind die Fourierkoeffizienten aus den gegebenen periodischen Funktionen v(t) bzw. v(wt)
ermittelt, konnen das Amplituden- und Phasenspektrum mit den Gln. (9.10) und (9.11)
berechnet werden.
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Ermittlung der Fourierkoeffizienten

Eine gegebene Funktion v(t) ist gleich der unendlichen Fourierreihe. Da aber nur eine
endliche trigonometrische Reihe s,(t) aufgestellt werden kann, besteht immer eine
Abweichung zwischen der Funktion und der sie ersetzenden Reihe, auch wenn n noch
so gro} gewdhlt wird. Bei einer derartigen Approximation soll die Abweichung in Ab-
hiangigkeit von den Fourierkoeffizienten moglichst gering sein.

Durch Anwendung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate lassen sich damit die For-
meln fiir die Fourierkoeffizienten herleiten, d. h. der mittlere Fehler soll in Abhingigkeit

von 2n+ 1 Fourierkoeffizienten ag, ay, ... , ay, by, ... , b, ein Minimum sein:

1 2 !

oo j [v(H)—s,()] - dt=Min. (9.12)
0
T 2 ]

1 to

F:E I v(t)—ay — Z(ak coskot + by -sinkot) | -dt=Min. (9.13)

0 k=1

Da sowohl v(t) als auch sj(t) periodisch sind, geniigt es, das Fehlerintegral {iber eine Peri-
ode, also von 0 bis T, aufzustellen und nach den 2n + 1 Variablen partiell zu differenzie-
ren, wobei innerhalb der Integrale die Kettenregel der Differentialrechnung anzuwenden
ist:

oF 1 ¢
o= [2 O s, 01Dt =0
0

da,y

OF 1 ¢

aTT { [¥(t) = 5, (D] (~cost) -dt = 0
oF_1 }2 [v(t) = s, ()] - (~cos 20t) - dt =
day T3

T
OF _ % [2-[v(0) = 5, (0] (~cosnot) -t = 0
0

T
oF 1
T { 2-[v(t) = s, ()] - (~sinot) - dt =
oF 1 ¢
BT {2 [v(t) = s, ()] - (—sin 20t) - dt =
oF 1
T J(; V(1) = 5, (1)] - (~sinnoot) - dt = 0
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Der Faktor 2/T braucht wegen den nullgesetzten Gleichungen jeweils nicht beachtet zu
werden. Nach Multiplikation mit —coskmt und -—sinkot lassen sich die Integrale
nach der Summenregel der Integralrechnung in jeweils zwei Integrale zerlegen, die auf
verschiedene Seiten der Gleichung gebracht werden:

T

Iwo.

0

T

jwo-
0
T

jwo-

Iwg-

0

0 k=1

T
cosmt-dt:J. a
0

T
cos2mt - dt = I
0

T
cos not - dt :I
oL

T n
dt = J[ao + Z(ak -coskot + by -sinkmt)}-dt

k=1
n
ag + Z(ak -coskot + by - sinkmt)
k=1

n
ag + Z(ak -coskwt + by - sinkmt)
k=1

n
0+ Z(ak -coskot + by -sinkcot)] -cos ot - dt

-cos2wmt - dt

-cosnot - dt

T n
sinot - dt = .[ ag + Z(ak -coskmt + by -sinkcot)] -sint - dt
0

T
sin2mt - dt = I ag + Z:(ak -coskot + by - sinkot)
0

"

n
sinnet - dt = I ag + Z(ak - cos kot + by - sin kot)

oL

k=1

n

k=1

k=1

]~sin20)t -dt

]sinnmt -dt

Auf der rechten Seite des Gleichungssystems treten nach Multiplikation mit cos kot
und sinkot folgende Arten von Integralen auf, die fast alle Null sind:

T T
far=t| =7
0 0
¢ inkot [T sink27 - sin0
Jcoskcot-dtzsnm _ sink2m —sin0 _
ko |, ko
0
¢ kot|T k2 0
Isinkwt-dt:—cos ot|* __cosk2n—cos0
ko |, ko
0
B T2 fir p=v
J.cospo)hcosth-dt: )
fir p#v

0

9.14)

(9.15)

(9.16)

(9.17)
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Isin pot - sinvot - dt =
0
T
jsinumt-cosvmtdt =0. (9.19)
0

Die GlIn. (9.17) bis (9.19) werden in der Literatur als Orthogonalitiitsrelationen der trigo-
nometrischen Funktionen bezeichnet. Sie werden dort hdufig in Abhéngigkeit von ot = x
angegeben.

Mit den Gln. (9.14) bis (9.19) vereinfacht sich das Gleichungssystem:

B T2 fir p=v
(9.18)

0 firp=v

T
J.V(t)~dt:a0-T
0
T T T T
Iv(t)-cosmt-dtzal-5 Iv(t)-smmt-dt:bl.E
0 0
T T T
jv(t)-costh-dtzaz-E jv(t)~sin2mt-dt=b2-—
0 0
T T

T
IV(t)COSI’l(Ot'dtZan'E J.V(t)~sinnmt-dt:bn-§.
0 0

Die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten a; bis a, und b bis b, lassen sich zusammen-
fassen:

T
1
2= .([V(t) dt (9.20)
> T
akz;-jv(t)'coskwt-dt mit k=12,..,n 9.21)
0
> T
bk:?~J.V(t)~sinkcot-dt mitk =1,2,.,n. (9.22)
0

Ist die periodische nichtsinusformige Funktion in Abhdngigkeit von ot gegeben, dann
miissen die bestimmten Integrale mit Hilfe der Substitutionsmethode der Integralrechnung
umgewandelt werden:

T 2n
1 1 dx
ao—?jv(t)-dt_?jv(x)-; (9.23)
0 0
Substitution: x = ot Grenzen: t=0 x=0
dx—m, dt:d—x, t=T x=0T=2n

dt o
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und mit x =t und 0T =21 ist
2n
L j (ot) - d(wt) (9.24)
a, o v(w .
0
und entsprechend
2n

a =1 J' v(ot) - cosk(ot) - d(wt) (9.25)
T
0
1 21
b =— - I v(ot) - sink(ot) - d(ot) . (9.26)
T
0

Die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten konnen also einfach umgewandelt werden,
wenn die nichtsinusférmigen periodischen GrofBen als unabhingige Variable statt der Zeit
t das Bogenmal3 wt enthilt:

Neben der unabhédngigen Variablen wird T durch 27 ersetzt.

Andere Schreibweisen der Formeln fiir die Fourierkoeffizienten

Die Fourierkoeffizienten konnen auch berechnet werden, indem die untere Grenze statt
t =0 irgendein Zeitpunkt t=tq sein kann, z. B. t=— T/2. Die obere Grenze muss ent-
sprechend in t=ty+ T gedndert werden, z. B. in t=T/2.

1 to+T 1 T/2
2= j v()-di= j v(t) - dt (9.27)
t ~T/2
5 to+T ) T/2
a= J' V(t)'COSk(X)t'dt:T' I v(t) - coskot - dt (9.28)
to -T/2
5 to+T ) T/2
by :?. J v(t) - sinkot - dt = ? j v(t) - sinkot - dt (9:29)
f -T2

und entsprechend
T
1
ap=— j v(ot) - d(wt) (9.30)
2n
-7
1 Y
a=—- I v(wt) - coskot - d(wt) (9.31)
T —T
1 Y
b =—- j v(ot) - sinkot - d(ot) (9.32)
T

—T
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Andererseits kann auch die nichtsinusformige Funktion fiir negative Argumente beriick-
sichtigt werden:

1 T/2
a= j [v(t) + v(-t)] - dt (9.33)
0
2 T/2
ay =¥ . I [v(t) + v(—=t)] - coskot - dt (9.34)
0
) T/2
b= j [v(t) — v(~t)] - sin kot - dt (9.35)
0

Vereinfachungen bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten

Besitzen die nichtsinusformigen periodischen Funktionen spezielle Symmetrien, dann
sind bestimmte Fourierkoeffizienten von vornherein Null. Es empfiehlt sich daher, die
Untersuchung der Funktion nach Symmetrien sorgfiltig vorzunehmen, weil mit ihr der
Rechenaufwand erheblich vermindert werden kann. Wird allerdings eine falsche Symme-
trie erkannt, wird die gesamte Fourierreihe falsch.

Vier Arten von Symmetrien werden unterschieden. Trifft fiir eine gegebene Funktion v(t)
oder v(wt) eine Symmetrie zu, dann braucht bei den verbleibenden Fourierkoeffizienten
nur bis T/2 bzw. & integriert zu werden.

Symmetrie 1. Art: gerade Funktionen mit v(-t) =v(t) bzw. v(— wt)= v(wt)

Eine gerade Funktion ist spiegelungssymmetrisch zur Ordinate, d. h. durch Spiegelung an
der Ordinate kann die Funktion zur Deckung gebracht werden.

Ihre zugehorige Fourierreihe enthdlt nur Kosinus-Glieder, weil diese selbst gerade sind:

o0 o0
v(t)=ag+ Z a; - coskot v(mt) =ag + Z ay - cosk(ot)
k=1 k=1
mit b =0 mit b =0
5 T/2 1 n
und ag=—- .[ v(t)-dt und ag=—- jv(cot) -d(wt)
T b
0 0
T/2 i
4 2
und a =¥ . I v(t) - coskat - dt und ag=—- Iv(mt) -cosk(wt) - d(wt)
I
0 0

Die Gleichungen fiir ag, ai und by ergeben sich mit Hilfe der Gln. (9.33) bis (9.35), indem
v(—t) durch v(t) ersetzt wird. Die Integrale fiir wt lassen sich mit T — 2 bilden.
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Beispiele:
A 1
-T -2 0 172 s -n 0 n n it
t wt
Bild 9.2 Dreieckformige Impulse Bild 9.3 Rechteckformige Impulse

Symmetrie 2. Art: ungerade Funktionen mit v(—t)=—v(t) bzw. v(-—ot)=- v(ot)

Eine ungerade Funktion ist zentralsymmetrisch, d. h. durch Drehung um den Koordina-
tenursprung um 180° kann die Funktion zur Deckung gebracht werden.

Ihre zugehdrige Fourierreihe enthélt nur Sinus-Glieder, weil diese selbst ungerade sind:

v(t) =Y by sinkot v(ot) = Y by -sink(ot)
k=1 k=1
mit ag=0 mit ag=0
und a =0 und a=0
T/2 b
4 . 2 .
und by :? : I v(t) - sinkot - dt und bx=— ~J'v(0)t) -sink(ot) - d(ot)
T
0 0

Die Gleichungen fiir ay, ay und by ergeben sich mit Hilfe der Gln. (9.33) bis (9.35), indem
v(—t) durch —v(t) ersetzt wird. Die Integrale fiir ot lassen sich mit T — 27 bilden.

Beispiele:

A o

-lm2 0 172 . lo w2 n ] e

Bild 9.4 Sigezahnfunktion Bild 9.5 Rechteckfunktion
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Symmetrie 3. Art: v(t+ T/2)=-v(t) bzw. v(ot+ T)=-—v(®t)
Diese Symmetrie wird an der periodischen Funktion erkannt, indem sie durch Verschie-
ben um T/2 bzw. © und anschlieBendem Spiegeln an der t-Achse bzw. ot-Achse zur

Deckung gebracht wird.
Ihre zugehorige Fourierreihe besteht nur aus ungeraden Kosinus- und Sinus-Gliedern:

o0
V() = D [ag,y cos(2k + Dot + by, - sin(2k + Dot |

k=0
T/2
mit as) =— - I v(t) - cos(2k + Dot - dt ay =0
T 0
T/2
und bZkﬂ:%. j v(t) - sin(2k + Dot - dt by =0
0
fir k=0,1,2,3,4, ...

oder

o0
v(ot) = D [ag ;- cos(2k + Dot + by, -sin(2k + Dot |

k=0
T
mit ay == j v(ot) - cos(2k + Dot - d(wt) ay =0
T 0
T
und bopi =% : j v(ot) - sin(2k + Dot - d(eot) b =0
0

fur k=0,1,2,3,4, ...
Der Nachweis fiir das Fehlen geradzahliger cos- und sin-Anteile kann mit Hilfe der Sym-
metriegleichung — v(wt) = v(ot + 1) erbracht werden:

o0 o0
—v(ot)=—a,— Z a) - cosk(ot) - z b, - sink(wt)
k=1 k=1

o0 o0
v(ot + 1) =ag +Zak -cosk(wt + ) + Zbk -sink(wt + 7).
k=1 k=1

Ein Gleichanteil ay kann nicht existieren, weil das Gleichsetzen der Gleichanteile beider
Reihen zu —ap=a( fiihrt, und diese Gleichung ist nur fiir ag=0 erfiillt.
Fir k > 0 kann nun untersucht werden, ob die Faktoren von ay und by beider Reihen
gleichgesetzt sinnvoll sind:

— cos k(mt) = cos k(wt + ) = cos k w - cos k ot —sin k 7 - sin k ot

— sin k(mt) = sin k(ot + 1) =sin k w - cos k ot + cos k 7 - sin k ot

k=1: —cosot=cosm-cosowt—sinm-sinwt=—1-cos ot—0
—sinwt=sinm-coswt+cosm-sinwt=0-1-sin ot

Die beiden Gleichungen sind fiir k =1 erfiillt, so dass a; und b; existieren.
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k=2: —cos2mt # cos27 - cos2mt — sin27 - sin2owt =1 - cos2mt — 0
—sin2mt # sin27 - cos2mt + cos2m - sin2mt =0 + 1 - sin2mt

Die beiden Gleichungen sind fiir k = 2 nicht erfiillt, so dass a; und b, nicht
existieren.
Fiir alle weiteren k gilt Entsprechendes.

Beispiele:

VINE [K VI /\
o Vr — 7 ,\/R ot \

Bild 9.6 Abklingende e-Funktion Bild 9.7 Dreieckfunktion

Symmetrie 4. Art: v(t+T/2)=v(t) bzw. v(ot+ w)=v(ot)

Diese Symmetrie wird an der periodischen Funktion erkannt, indem sie durch Verschie-
ben um T/2 bzw. © zur Deckung gebracht wird. Damit sind diese Funktionen periodisch
nach T/2 bzw. n. Da sie hiufig aus Sinusfunktionen entstehen, wird die Periode der Ur-
sprungsfunktion beibehalten.

Thre zugehdrige Fourierreihe besteht nur aus geraden Kosinus- und Sinus-Gliedern:

0
v(t) =ag + Z [azk -cos 2kt + b, -sin Zko)t]
k=1

T/2
mit a9 = - J' v(t) - dt
0
T/2
und a2k=?- I v(t) - cos 2kt - dt a_1=0
0

T/2
und b2k=%~ j v(t) - sin 2kt - dt b =0
0

fir k=1,2,3,4, ...
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oder

o0
v(ot) =ag + Y [ay - cos 2k(wt) + by, -sin 2k(ot) |
k=1

T
mit ag=--- j v(ot) - d(ot)
T
0

Y
und ay =2 j v(ot) - cos 2k(ot) - d(ot) a1 =0
T 0
2 T
und by = Z- J.V(mt) - sin 2k(ot) - d(ot) by =0
T 0
fir k=1,2,3,4, ...

Der Nachweis fiir das Fehlen ungeradzahliger cos- und sin-Anteile kann mit Hilfe der
Symmetriegleichung v(wt) = v(wt + ©) erbracht werden:

o0 o0
v(ot) =ag + Z ay - cosk(mt) + Z b, - sink(ot)
k=1 k=1

v(mt + 1) = ag +Zak -cosk(wt+ 1) + Zbk -sink(ot + 7).
k=1 k=1

Ein Gleichanteil ag existiert, weil das Gleichsetzen von a( beider Reihen zu keinem Wi-
derspruch fiihrt.
Fir k > 0 kann nun untersucht werden, ob die Faktoren von a; und by beider Reihen
gleichgesetzt sinnvoll sind:

cos k(wt) = cos k(mt + ) = cos k w - cos k ot — sin k 7 - sin k ot

sin k(wt) = sin k(wt + ©) =sin k 7 - cos k ot + cos k 7 - sin k ot

k=1: cosot#cosm-cosmt—sinm-sinowt=—1"-cos wt—0
sin ot # sin 7 - cos ot + cos - sin @t =0— 1 - sin ot
Die beiden Gleichungen sind fiir k =1 nicht erfiillt, so dass a; und b; nicht
existieren.
k=2: cos2mt =cos 27 - cos 2wt — sin 27 - sin 2wt =1 - cos 2wt — 0
sin 2ot = sin 27 - cos 2wt + cos 27 - sin 2wt = 0 + sin 2ot

Die beiden Gleichungen sind fiir k =2 erfiillt, so dass a, und b, existieren.
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Beispiele:
f
|u T 7 T —
t
Bild 9.8 Abklingende e-Funktion Bild 9.9 Dreieckfunktion

Wihrend die Symmetrien 1. und 2. Art nicht gleichzeitig auftreten konnen, weil sonst
samtliche Fourierkoeffizienten Null wéren, konnen die Symmetrien 1. und 3. Art und
2. und 3. Art gleichzeitig vorkommen. Die Vereinfachungen aufgrund der Symmetrien
1. und 3. Art bzw. 2. und 3. Art werden tibernommen. Auflerdem braucht nur bis T/4 bzw.
7/2 integriert zu werden.

Symmetrie 1. und 3. Art:

Die Fourierreihe einer geraden Funktion mit der Symmetrie 3. Art besteht nur aus unge-
radzahligen Kosinus-Gliedern:

0 0

v(t) = z a5 .1 - cos(Zk + Dot v(mt) = Z a5y 1 - cos(Zk + Dot

k=0 k=0
mit by =0, ay =0 mit by=0, ay) =0
und und

T/4 4 /2
Ak+1 T I v(t) - cos(2k + Dot - dt ] =— - J. v(ot) - cos(2k + Dt - d(wt)
0 T 0
Beispiel:

0 TN M2 T
n2 n t
g
wt

Bild 9.10 Dreieckfunktion
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Symmetrie 2. und 3. Art:

Die Fourierreihe einer ungeraden Funktion mit der Symmetrie 3. Art besteht nur aus un-
geradzahligen Sinus-Gliedern:

0 o0

V() = D by, -sin(2k + Dot V(@) = Y by, sin(2k + Dot

k=0 k=0
mit ag=0, a,=0, by =0 mit ag=0, a=0, by =0
und und

3 T/4 4 n/2
baicr = j v(t) - sin(2k + Dot - dt Do) = — - j v(ot) - sin(2k + Dot - d(ot)
0 T 0
Beispiel:

3

AN . : _ ,
-T/b 0 T/ T
-n/2 m/2 n 2n t "
wt

Bild 9.11 Dreieckfunktion

Die Symmetrien 1. und 4. Art treten gleichzeitig beispielsweise bei der Zweiweg-Gleich-
richtung eines sinusférmigen Stroms auf. Es ist nicht untersucht, ob bei dieser Kombina-
tion von Symmetrien auch nur bis T/4 bzw. n/2 integriert zu werden braucht. Bei der
Zweiweg-Gleichrichtung gibe das keine Vorteile, weil die Funktion von 0 bis T/2 bzw. 0
bis © durch die Sinusfunktion beschrieben wird.

Beispiele von Fourierreihen-Entwicklungen

Gang der Berechnungen

Bei der Uberfiihrung einer analytisch gegebenen, nichtsinusformigen periodischen Funk-
tion v(t) oder v(ot) in eine Fourierreihe mit Sinus- und Kosinus-Gliedern sollte nach
folgenden Schritten vorgegangen werden:

1. Angabe der Funktionsgleichung und grafische Darstellung der Funktion

2. Untersuchung der Funktion nach Symmetrien

3. Berechnung der Fourierkoeffizienten nach den angegebenen Formeln in t oder ot
4. Aufstellen der Fourierreihe in Summenform und in ausfiihrlicher Form
5

. Weitere Berechnungen, z. B. Effektivwert, Klirrfaktor, Leistungen
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Beispiel 1: Fourierreihe einer Rechteckfunktion
Zu 1. Funktionsgleichung:

a  fir 0<t<TR2
u®) =4 . .
-0 fir T2<t<T

Grafische Darstellung der Funktion:

— |

-1/2 0 /2 T

Bild 9.12
Rechteckfunktion
des Beispiels 1

Zu 2. Die Funktion besitzt Symmetrien 2. und 3. Art, die Fourierreihe besteht nur aus unge-

radzahligen Sinus-Gliedern.

Zu 3. a():O, akZO,b2k=0,
8 T/4
bage1 = j v(t) - sin(2k + Doot - dt
0
8 T/4
by = J' sin(2k + Dot - dt
0
80 cos(2k + I)oot B
byt =— | ——
T Qk+Do |,
80 —cos(2k + l)u)TT +cos0
bopay =—o-
0T 2k +1
2k+ 1) +1
2 on 2k +1
by =0, mit cos(2k + 1)~ = 0
A ok 2
Zud. V()= by -sin(2k + Dot
k=0
u(t) = Hu, Z sin(2k + Dot (Summenform)
T 2k +1
40 (sinot sin3wt sin5ot  sin 7ot
u(t) =—- + + +
b1 1 3 5 7

+ j (ausfiihrliche Form)
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Zu 5.

Berechnung des Effektivwerts und der Klirr-
faktoren siche Abschnitt 9.3 (S. 143 bzw. 145)

Ermittlung des Amplitudenspektrums:
Mit Gl. (9.10) ist

{]k = \lakz + bk2 mit \A/k = ﬁk: ay = 0, g = 0 und b2k =0

ist
Uy =0 und U =b —L mit k=0,1,2,3
2k 2k+1 2k+1 TE(2k+1) b Ly 259, .0
und im Einzelnen
w=0, G ="0_127.4 i}
TE -
A u
=0, Gy=—L _0424 .4
n-3
=0, fg=— 00554
n-5
Ge=0, Gy =— _gi82.4 N |
-7 6 ¥ 2 3 @& % j=w

Beispiel 2: Fourierreihe einer Sigezahnfunktion
Zu 1. Funktionsgleichung

Zu 2.
Zu 3.

Grafische Darstellung der Funktion:

u(mt)=ﬁ-[1—®—tj fir 0 <ot < 2w
2n

Bild 9.14
Sagezahnfunktion

Bild 9.13 Amplitudenspektrum
der Rechteckkurve des Beispiels 1

des Beispiels 2

Die Siagezahnfunktion besitzt keine der beschriebenen Symmetrien.
Mit Gl. (9.24) lasst sich der Gleichanteil berechnen:

2n
1
=5 !)' v(ot) - d(ot)

2n

2n 2n
S rafioet). -5, 1 .
ag = o E[u (1 21:] d(wt) o {‘([ d(wt) o .([ (ot) - dot)

-

ao= L Jop| To L @28y rtem?| 4
O on o 2t 2 |of 2n 2 2 2n
a =

073

Der Gleichanteil kann auch aus der Funktion abgelesen werden, indem die Dreieckfldche in
eine flachengleiche Rechteckfliche mit den Seiten 2w und a tiberfiihrt wird.
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Mit der Gl. (9.25) wird aj berechnet:
1 2n
Qo =— ‘[ v(ot) - cosk(wt) - d(mt)
T
0

ay Z% '([ a [1 - %) -cosk(ot) - d(ot)

n 27
ay =% {j cosk(ot) - d(ot) — — J' (ot) - cosk(wt) - d(mt)}
0

cosax X -sinax
5+

mit jx-cosax~dx =

a a

i {sin k(ot)
 =—-
b1 k

mo (cosk(mt)+(mt)-sink(mt)J
0 2= k2 k

2n
N
o % _ {sink(Zn)—sinO 1 ‘[cosk(Zn)—l . (2n)~sink(2n)j}
0

k 2n k2 k

=

Mit der Gl. (9.26) wird by, berechnet:
211
b =— j v(ot) - sink(ot) - d(ot)

bkffJ. [1_7) sink(ot) - d(ot)

~ 2n
by =% { I sink(wt) - d(ot) — — I (ot) - sink(wt) - d((ot)}

0

sinax X -cosax
— -

mit Jx-sinax-dx =

a a

_u {—cosk(mt)
b=— | ——
b k

mo . (sink(mt) _(ot)- cosk(mt)j
0 2m k2 k

Zﬂ:}
0

b _ 0 [—cosk(2m) +1 _L(sink@n) -0 (2m)-cosk(2m) — Oj
K k 2 K2 K
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Zu 4.

Zu 5.

v(wt) =ag + Z(ak - coskot + by - sinkot)

k=1
0 0 <& sinkot
u(ot)=—+—- Z (Summenform)
k=1 k
u(ot) —% + 2 (smlmt + sm22(»t + sm33mt + sm:mt + J (ausfiihrliche Form)

Die Uberlagerung des Gleichanteils, der Grundwelle, der 1. und 2. Oberwellen zu trigo-
nometrischen Summen ist im Bild 9.1, S. 98 dargestellt.

Wird die Sdgezahnfunktion um G/2 nach unten verschoben und damit der Gleichanteil
zu Null, wird verstdandlich, warum in der Reihe keine Kosinusanteile vorhanden sind; sie
ist nach der Verschiebung eine ungerade Funktion, die nur aus Sinusanteilen besteht.

Berechnung des Effektivwerts siche Abschnitt 9.3, S. 144.

Beispiel 3: Fourierreihe des gleichgerichteten Stroms bei Einweggleichrichtung

Zu 1.

Zu 2.

Zu 3.

1:)

Funktionsgleichung:

. i-sinot fir 0<ot<n
i(ot) =
0 fir t <ot <2n

Grafische Darstellung der Funktion:

0 bt 2n Bild 9.15
wt Einweggleichgerichteter Strom

Die Funktion des gleichgerichteten Stroms besitzt keine der beschriebenen Symmetrien.

2n
1
=5 £ v(ot) - d(ot)

17s
ag=—1/|1-sinot-d(ot
0 2n£ (1)

a =i . [—coscot];)t = 27175 [~cosm +1]

i
ag=—
b1
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2n
a = 1 I v(wt) - coskmwt - d(mt)
™

T
|
a = 7J.1 -sin ot - coskot - d(ot)
T
0

a-cosax -cosbx + b -sinax - sinbx
aZ — b2

mit J.sinax -cosbx -dx = —

fiir [a] # [b| mit a=1 und b=k

i [ cosot - coskot + k - sinmt - sinkootT
a=—| -

n 1-k2 o
ak=—;~[cosn-coskn+k-sinn~sinkn—1]

n(l - k?)

i

agy=———- (coskn+1) fir k=1
KoK ( )

K
|
a; =7J.1 -sinmt - coswt - d(mt)
b
0

2

(o 1 .
mit s1nax~cosax-dx:2—~sm ax

a
2 1 ) s

a; =i~{7-sm2 o)t}
nT |2 0
0

a]

1 2n
b= — J' v(ot) - sinkot - d(ot)
T 0

K
by =l‘[ i-sinot - sinkot - d(wt)
™o

a-cosax -sinbx — b -sinax - cosbx
a2 _b2

mit Jsinax -sinbx -dx = —

flir ‘a‘i‘b‘ mita=1 und b=k

i coswt - sinkwt — k - sinot - coskawt T
by=—-|—
T 1—k2 0
i
by=————"(cosm-sinkn —k -sinm- coskm
SRETEEI )

b=0 fir k#1
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T
b, =iji-sin2 ot - d(ot)
TCO

. . x 1 .
mit |sin?ax-dx = = — — -sin2ax
2 4

ifot 1 . T
by =—:| ———"-sin2mt
|2 4

i(E—l-sinZTcJ
n\2 4

=2

1

=
Il
[\ ‘ ——>

~ A

Zu 4. i(mt):i+i~sinmt+
T 2

i
+—— 2 -cosdot +

i
+——— -2 -cosbmt +

~ A~

i(o)t)=i+%-sinmt—— (

T

a

0

-2 -cos2mt + -0+

n(l-4)

n(1-9)

(1 —16)

A~ A~

(1 - 36)

cos 6wt
5-7

cos2mt cosdmt

2.4
: +
3 3.5

T

;.04_
(1 - 25)

— 0+
(1 — 49)

]

9.2 Reihenentwicklung von in diskreten Punkten vorgegebenen
nichtsinusformigen periodischen Funktionen

Verfahren zur numerischen Berechnung trigonometrischer Reihen

Bei den bisher behandelten Beispielen von Fourierreihen-Entwicklungen, die auch unter
dem Begriff Harmonische Analyse bekannt sind, waren die nichtsinusférmigen periodi-
schen Wechselgrofien explizit als Zeitfunktionen gegeben, wodurch sich die Fourierrei-

hen exakt berechnen lassen.

In der Praxis liegen hédufig nur Kurvenverldufe periodischer Groflen vor, die sich nicht
ohne weiteres analytisch beschreiben lassen, z. B. das Tangentialdiagramm einer Kolben-
kraftmaschine, das Diagramm des Druckverlaufs in einer Pumpe oder Aufzeichnungen
von mechanischen, akustischen und elektrischen Schwingungen. Fiir derartige periodi-
sche nichtsinusformige Funktionen lassen sich diskrete Funktionswerte, so genannte
Stiitzstellen, ablesen und eine angenéherte harmonische Analyse durchfiihren.

Zwei der numerischen Verfahren zur Ermittlung von endlichen trigonometrischen Reihen,
die behandelt werden sollen, sind:

1. Direkte trigonometrische Interpolation (Zipperer-Tafel)

2. Harmonische Analyse mit Hilfe einer Ersatzfunktion (Sprungstellenverfahren)
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Direkte trigonometrische Interpolation

Zunéchst wird die nichtsinusformige periodische Funktion v(ot) = v(x) im Intervall
(0,2m) in m Teilintervalle mit gleichen Ax =2n/m zerlegt. Damit werden fiir die Periode
27 aus der Funktion v(x) m Stiitzstellen mit den x;-Werten

xizi-Ax=i-2—7T mit 1i=0,1,2,3,...,m—1
m

und m zugehorigen Funktionwerten v; = f(x;) herausgegriffen.

Beispiel:
Im Bild 9.16 ist eine analytisch nicht fassbare Funktion mit m = 12 Stiitzstellen mit den
Funktionwerten vy, vy, vo, ..., Vig, V|1 gezeichnet:

/|

Bild 9.16 Nichtsinusformige periodische Wechselgrofle mit m =12 Stiitzstellen

Die Interpolation ist am genauesten, wenn das mittlere Fehlerquadrat in Abhéngigkeit von
den Fourierkoeffizienten ag, ay und by minimal ist.

Anstelle des Fehlerquadratintegrals in der Gl. (9.12) wird eine Fehlerquadratsumme mi-
nimiert:

1 m-1 !
=— > [F - vi]?=Min. (9.36)
m *
i=0
n
mit F;=ag +Z(ak -coskx; + b, -sinkx;). (9.37)

k=1
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Durch partielle Differentiation nach den Koeffizienten ag, ay, ay, ..., a,, by, by, ..., by
und nach Umformungen ergeben sich die Besselschen Gleichungen, mit denen die Fou-
rierkoeffizienten der trigonometrischen Reihe berechnet werden konnen:

1 m-—
== Z (9.38)
m i=0
2 m-1
a=—» vi-coskx; fir k=123 ..,n-1 (9.39)
m?
i=0
2 m-1
b=—Y vi-sinkx; fiir k=1,2,3,...n-1 (9.40)
mi5

mit xi:i'z—n und fir i=0, 1,2,3,...,m—1
m

und zusétzlich fiir gerade m:

2

s
=E§( iy, (9.41)

Zwischen der Anzahl der Stiitzstellen m und der sich ergebenden Anzahl der Reihenglie-
der gibt es den Zusammenhang
m—1

m2>2n+1 bzw. 2 >n, (9.42)

so dass bei gerader Anzahl m der Stiitzstellen die Anzahl der Summenglieder n nicht
grofer als m/2 sein kann.

Die Formel fiir die Berechnung des Gleichanteils a entspricht der Trapezregel fiir die
numerische Integration:

ag _1. (Vo +Vvi+Vvy+vy+.+v, ). (9-43)
m

Um genauere Gleichanteile berechnen zu konnen, wird fiir eine gerade Anzahl m von
Stiitzstellen die Trapezregel durch die Simpsonregel ersetzt:

a0:3im~(vo +4vi +2vy +4vy + o +4v g+ V) (9.44)
und mit vy = vy,
ag :ﬁ “(2vg +4v +2vy HAvy o+ dv ). (9.45)

Die Besselschen Gleichungen lassen sich in Rechnern mit variabler Stiitzstellenanzahl
programmieren, wodurch die angeniherten Fourierreihen mit beliebiger Genauigkeit
errechnet werden konnen.
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Beispiel:
Mit m = 12 kann die Berechnung der Fourierkoeffizienten schematisiert werden, so dass eine
tiberschldgige Berechnung der trigonometrischen Reihe ohne Rechner moglich ist. Bei 12 abgele-
senen diskreten Funktionswerten kénnen sich mit Gl. (9.42)

mT—l =55>n=5 und m gerade

nur die Fourierkoeffizienten ay, a;, ... , as, by, ... , bs, ag ergeben. Mit der Simpsonformel ist
ag =% “(2vg + 4V +2Vy) +4v3 + 2vy +4Vs + 2vg + 4V + 2vg + 4vg + 2V + 4Vyp)
und mit der Sonderformel fiir gerade m ist
a6=i~(vo — V] +Vy = V3+ V4 —Vs5+Vg—Vy+Vg—Vg+Vig— Vi)

12
Entsprechend lassen sich die ag-und by-Fourierkoeffizienten berechnen:

k=1
a1=l~ VO-cos(l-O-Ej+vl-cos(l-l-E)-s-Vz-003(1-2-5j+...+vn~c05(1~11-£j
6 | 6 6 6 6
by =1 v0~sin(1-0-ﬁ)+vl-sin[1~1-ﬁj+v2-sin[1-2-5j+...+v“-sin(l-n-ﬁj
6 | 6 6 6 6
k=2:
1 b1 b
ay=—-|vg-cos|2-0-—|+vy-cos|2-1-—|+Vvp-cos|2-2-—|+...+ vy -cos|2-11
6 | 6 6 6 6
b2=l- Vg - sin 2.0.2 +vy-sinf 2-1- z +Vy-sin|2-2-—|+..+ V- sm 2 1=
6 | 6 6 6 6
k=3:
a3=1- v - COS 3.0.2 +vy-cos|3-1- kil + vy -cos|3-2- L ..+ vy -cos|3-11 I
6 | 6 6 6 6
by =] vg-sin[3-0- %]+ vy -sinf3-1-Z |4 vy sin[ 32T kv - sm 3 11- Ej
6 | 6 6 6 6
k=4:
1 b T
ag=—-|vg-cos|4-0-—|+vy-cos|4-1-—|+vy-cos|4-2-—|+..+vVv-cos|4-11
6 | 6 6 6 6
by=1. vo.sin(4-o-ﬁ)+vl-sin(4.1 Ej+vz-sin(4~2 j+ v sm 4 - 5)
6 | 6 6 6 6
k=5:
a5=l~ VO-COS(S-O-E +vy-cos|5-1- kil +v2~cos[5-2-E + ...+ Vv -cos 5.11- 2
6 | 6 6 6 6
b5=1- Vg - sin 5.0.2 + vy -sin 5.1.% + v, - sin 5.2.% + ...+ Vyy - sin 5.11- %
6 | 6 6 6 6

Die Argumente der cos- und sin-Faktoren verdndern sich

beik=1 um 30°: 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330°
beik=2 um 60°: 0° 60° 120° 180° 240° 300° 360° 420° 480° 540° 600° 660°
beik=3 um 90°: 0° 90° 180° 270° 360° 450° 540° 630° 720° 810° 900° 990°
beik=4 um 120°: 0° 120° 240° 360° 480° 600° 720° 840° 960° 1080° 1200° 1320°
beik=5 um 150°: 0° 150° 300° 450° 600° 750° 900° 1050° 1200° 1350° 1500° 1650°
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Wie am Einskreis zu sehen ist, konnen die cos- und sin-Faktoren fir m = 12 nur die Werte 0,
+0,5, £ 0,866 und = 1 annehmen, denn

sin 30° = cos 60° = 0,5

und
cos 30° =sin 60° = 0,5 - /3 = 0,866 150° 30°
imi6
180° 4
- 1 0
Bild 9.17 .
Einskreis mit den cos- und sin-Faktoren 210 330

Die Gleichungen fiir die Fourierkoeffizienten lauten damit

al:%(V0-1+V1'0,866+V2-0,5+V3~0—V4'0,5—V5'0,866

—vg-1-v7:0,866—vg 0,5+ vy -0+ vyy-0,5+ vy -0,866)
b1=é(V0'O+V1'0,5+V2'0,866+V3'1+V4'O,866+V5'0,5

+vg-0—-v7-0,5—-vg-0,866—vg-1—vy-0,866—vy;-0,5)
az=%(V0'1+Vl-0,5—V2~0,5—V3'1—V4-0,5+V5-0,5

+vg - 1+v7:0,5-vg-0,5-vg -1=vy-0,5+v;-0,5)
b2=é(v0 0+v,-0,866+ v, 0,866 —v;-0-v, 0,806 — v -0,866

+vg -0+ vy 0,866+ vg - 0,866 — vg - 0 — vy - 0,866 — vy - 0,866)
a3=é(V0'l+V1-0—V2~1+V3-0+V4-1+V5-0

Vg I+ vy - 0+vg-14+vy-0—v-1+v-0)
b3:%(v0~0+v1~1+v2~0—v3-1+v4-0+v5-1

Vg 0—v, 1+vg - 0+vy-1+v-0—v 1)
a4=%(V0-1—V1-0,5—V2~0,5+V3-1—V4~0,5—V5-O,5

+vg - 1=v7-0,5-vg-0,5+vg-1=vy5-0,5-v;-0,5)
b4:%(vo -0+ vy 0,866 —v, - 0,866+ v3 -0+ vy -0,866 — vs - 0,866

+vg -0+ vy 0,866 — vg - 0,866 + vg - 0+ vy - 0,866 — vy - 0,860)
a5=é(V0'1—V1-0,866+V2-0,5+V3'O—V4-0,5+V5-0,866

—vg 14+ v7-:0,866 —vg-0,5+vg -0+ vyy-0,5—vq;-0,866)
bSZé(VO 0+v;-0,5-v,-0,866+ vy -1-v, 0,866+ vs-0,5

+V6'0—V7 'O,5+V8'0,866—V9'1+V10‘0,866—V11‘0,5)
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Die Rechenvorschrift fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten lésst sich tibersichtlich in
Tafelform angeben, wobei folgende Abkiirzungen vereinbart sind:

pi=v; 0,5 und  g;=v;- 0,866

Tafel fiir die direkte trigonometrische Interpolation mit m = 12 (Zipperer-Tafel)

Vi 0 6
Vi 4vp | tq tpr |-V
Vo | 2va | TP -q@ [tV
V3 4V3 + V3 —V3
V4 2v4 | —Dp4 —d4 |ty
Vs | 4vs | -5 +tps |~ Vs
v7 | 4vy | -z -p7 |—Vv7
Vg 2V8 —Pg + qs + Vg
Vg 4V9 — Vo — Vo
Vio | 2vio | P10 +d10 |t Vio
Vit | 4vi | tdn —P11 |~ Vi1
! 3630 6211 6b5 123.6
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Die folgende leere Zipperer-Tafel kann fiir Rechenbeispiele kopiert und nach obiger Vor-
schrift ausgefiillt werden:

1. Ablesen und Eintragen der 12 Funktionswerte v;
2. Berechnen und Eintragen der p; =v; - 0,5 und gq; =v; - 0,866
3. Aufsummieren der Spaltenwerte und Berechnen der a, und by
4. Aufstellen der trigonometrischen Summe
\ 0 1
Beispiel:

Die im Beispiel 3 des vorigen Abschnitts entwickelte Fourierreihe des gleichgerichteten
Stroms bei Einweggleichrichtung (sieche Bild 9.15, S. 114) soll fiir m = 12 durch direkte tri-
gonometrische Interpolation angendhert werden, damit eine Beurteilung des Verfahrens durch
Vergleich der exakten mit der angenéherten Reihe moglich ist.

) ke, v,
vy
e
o L EXE Vg G MWL
0 w6 w3 w2 2n/35n/6 m Twl6 bn/3 In/25n/3 16 —_—
Xo X3 Xp X3 X, Xg Xg X7 Xg Xg Xy Xy wt

Bild 9.18 Aufteilung der Sinushalbwelle in Teilintervalle fiir die direkte
trigonometrische Interpolation
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Vi

0,5

0,866

0,866

0,5

b1=%:O,5 b2=0 b3:0 b4:0 b5:0

Die trigonometrische Summe der Sinushalbwelle bei m = 12 Stiitzstellen lautet damit:
i(ot) = i (0,318 + 0,5 - sin ot — 0,227 - cos 2wt — 0,06 - cos 4wt — 0,022 - cos 6mt)
Zum Vergleich die exakt berechnete Fourierreihe (siche Beispiel 3, S. 114-116):
i(ot) = i (0,318 + 0,5 - sin wt — 0,212 - cos 2wt — 0,042 - cos 4ot — 0,018 - cos 6wt — ...)

Obwohl nur 12 Stiitzstellen in die angendherte Fourieranalyse eingehen, ist die Anndherung
bereits relativ genau und fiir eine tiberschldgige Beurteilung der Harmonischen verwendbar.

Sind genauere Ergebnisse notwendig, muss die Stiitzstellenanzahl entsprechend erhdht wer-
den oder die Fourieranalyse mit Hilfe einer Naherungsfunktion (Sprungstellen-Verfahren)
vorgenommen werden.
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Harmonische Analyse mit Hilfe einer Ersatzfunktion

Wird die nichtsinusférmige periodische Funktion durch eine Ersatzfunktion angenéhert,
dann konnen bei gleicher Stiitzstellenanzahl im Gegensatz zur direkten trigonometrischen
Interpolation beliebig viele Fourierkoeffizienten berechnet werden und zwar nach den
Formeln in den Gln. (9.20) bis (9.22) bzw. (9.24) bis (9.26). Die Ersatzfunktion kann
selbstverstdndlich keine geschlossene periodische Funktion in Form einer elementaren
Funktion sein, sondern besteht aus stiickweise zusammengesetzten Polynomen niedrigen
Grades. Ist die nichtsinusformige periodische Funktion nur durch Stiitzstellen gegeben,
bestimmen zwei, drei oder vier benachbarte Stiitzstellen den Verlauf der Polynomstiicke,
je nachdem ob Geradenstiicke, Parabeln 2. oder 3. Grades verwendet werden.

Werden z. B. zwei Stiitzstellen durch Geradenstiicke verbunden, dann miissen zunéichst
die Geradengleichungen mit Hilfe der Zwei-Punkte-Form ermittelt und dann die Fourier-
koeffizienten errechnet werden. Bei 12 Stiitzstellen ergeben sich 12 Geraden, die stiick-
weise integriert werden miissen:

I \r3M v_,’(xl vsix}
:i vz(x)
i) ixl
1 1 L 1 1
0 % 21 3t 4m sm
3 6 6§ 6

Bild 9.19 Geradenstiicke als Ersatzfunktion fiir eine nichtsinusformige periodische Funktion

Berechnung von ag nach Gl. (9.24) mit x = ot:

1 2n
ag :E _([ v(x)-dx

. /6 21/6 2n
a=— J'Vl(x)-dx+ I Vo (x)-dx + ..+ I Vip(x) - dx
T 10 /6 11n/6
L [me 2
U _[(Al,l'x+Ao,1)'dX+"'+ _[ (Apjp X+ A p) - dx
0 11n/6

Entsprechend miissten ai und by nach den Gln. (9.25) und (9.26) berechnet werden. Der
Rechenaufwand wire allerdings erheblich und wiirde noch gréBer werden, wenn Poly-
nome 2. oder gar 3. Grades stiickweise die nichtsinusférmige periodische Funktion erset-
zen. Auf diese Weise ist es deshalb praktisch nicht moglich, die Fourierkoeffizienten zu
ermitteln.
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Wesentlich einfacher ist das Sprungstellenverfahren, bei dem auf die Integration vollig
verzichtet werden kann.
Besteht zunéchst die periodische Funktion v(x) nur aus Geradenstiicken, die parallel zur
ot-Achse verlaufen, dann hat diese Treppenkurve r Sprungstellen an den Stellen & mit
den Ordinatenspriingen

si=Vv(&i+0)-v(&—0)

mit v(& —0) linksseitiger Grenzwert

und v(& +0) rechtsseitiger Grenzwert,

so wird bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten von Sprungstelle zu Sprungstelle
integriert:

2n
Tag = j v(x) - coskx -dx
0
&1 & 2n
T ag = I v(x)-coskx -dx + J v(x)-coskx -dx +...+ j v(x)-coskx -dx
0 & é
und
2n
- b= I v(x) - sinkx - dx
0
&1 ) 2n
Tc~bk:'|.v(x)~sinkx-dx+ J.V(x)-sinkx'dx+...+ J.V(x)~sinkx~dx.
0 & &

Durch partielle Integration lassen sich die Teilintegrale vereinfachen:

Iv(x)~coskx Ldx = v(x) SmKX J.ww'(x)-dx
k k
mit u = v(x) dv = cos kx - dx
j—z: v'(x) V=Icoskx-dx
du=v'(x)-dx V=SlrlkX
k
bzw.
J-V(X) -sinkx - dx = v(x) - (— CoikX] - J(— CoikX] -v'(x) - dx
mit u=v(x) dv =sin kx - dx
g—zzv’(x) V:Isinkx~dx
_ coskx

du=v'(x)-d -
u=v'(x)-dx v k
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T-a { (x)- smkle_O_Ej‘1 V(x)- smkx
0 0

g0 &
{() Smkk"} - w0 S g

él +0 E’l

—IV'(X)'T~dX

& +0 E-’r

k

|: sin kx Tﬂ T sin kx
et | V(X)) ——

g-0 &
coskx} N IV'(X)' coskx - dx
N k

bzw. 7 - by :—|:V(X) .
0

-0 &
—|:V(X) . COSkX} + I v'(X) - coikx -dx — ...

él +0 il

K 2m 2n K
|: ( ) CcoS Xi| +J.V'(X)'COS X'dX
k k
& +0 ér

- -
und - ag=v(E - 0) — 51 —V(O)~$

smki2 (&, +0)- sinlfil

smkEJ3 (&, +0)- sinll:eﬁ:,2 N

smk?‘; sink&
- _V(gr_1+0).Tr1
2n
. -
+v(27)- Skaz" —V(E, +0)- % - é [ Voo sinkx - dx

+v(&, —0)-

+v(&3 - 0)-

-+ V(g -0)-

0

k
bZW. - bk :_V(al _ 0) . COSk &1 (0) COSk O

coské, +v(E, +0)- coskké1

CoskSs L v(g, +0)- —Coslfiz _

k k
cos z"; V(& +0)- cos ké';r71

V(& —0)-

V(&3 - 0)-

= V(€ - 0)-
k-2 coskg 12TE
COSR T L v +0)._T+E.|‘v’(x)-coskx-dx

-v(2m) - X
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Mit
smk 0 sink - 21
—-v(0)- V@) ———=0
und
V(())'cos:-o v(2m). Sosk-2m cosk 2n _o
wegen v(0) = V(2TC) ergibt sich
Tag=—— {[v(g1 +0) - v(§ - 0)] sink - &
+[V(&; +0) = v(&, - 0)]-sink - &,
+...
1 2n
+[ V(& +0) — v(& — 0)] - sink - Zj,r} e j v'(x) - sinkx - dx
0
bzw.
1
T b= {[v(& +0) = v(& - 0)] - cosk - &
+[ (&, +0) = v(&, — 0) |- cosk - &,
+...
1 2n
+[V(E +0) = V(& — 0)] - cosk - &} + o j V(%) - coskx - dx
0
und mit den Ordinatenspriingen
si=Vv(&i+0)-v(&—0) (9-46)

ergeben sich die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten:

2n

1 . . . 1 , .
.':1k:—ﬁ-(s1 -sink&; +s, -sink&, +...+ s, -sink& ) b £ v'(x) - sinkx - dx

(9.47)

2n

bk=n—%k-(s1 -coskg; + s, -coskE, +...+ s, -coskE ) +n_:< I v'(x)-coskx - dx

(9.48)

Besitzt die nichtsinusféormige periodische Funktion v(x) oder die Ersatzfunktion nur Stei-
gungen Null auler in den Sprungstellen, dann sind die Integrale mit v'(x) Null. Fiir alle
periodischen Rechteckfunktionen und fiir periodische Funktionen, die durch Treppen-
kurven angendhert werden, konnen die Fourierkoeffizienten ohne Integration ermittelt

werden.
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Beispiel: Fourierreihe einer Rechteckfunktion
Funktionsgleichung:

(o) o0 firO<ot<m
u(wt) =
-0 fir t<ot<2n

Grafische Darstellung der Funktion:

= s
54 2
-1 0 n 2n
—
WX Bild 9.20
. Rechteckfunktion
i I
£ §2
Sprungstellen (Anzahlr=2): & =0 und & =n
Ordinatenspriinge:

$1=V(g +0)-v(§ -0)=0—-(-0)=20
$=V(ET0)-Vv(E-0)=-0-0=-20
Mit v'(x)=0 ergibt die Gl. (9.47)

1 . .
a =———-(sy - sink&; + s, - sinké&,)
n-k
1 n ~
ag=———- (20 sink-0—20-sink - )
n-k
ak:0

und die GI. (9.48)

1
by =——-(sy - cosk; + s, - cosk&;)
n-k

bk:%.(zﬁ.cosk.o—zmcosk-Tr)

T -

>

5 0 fiir gerade k
be=——-[1-(-DF]=14-4

- —— fiir ungerade k
w-k

~

und damit die Fourierreihe

4.0 (sinot sin3ot sinSot sin7ot
u(mt) =——- + + + +...
1 3 5 7
(vgl. Fourierreihe im Beispiel 1 des Abschnitts 9.1, S. 111, Bild 9.12).

Ist die Ersatzfunktion fiir eine periodische Funktion v(x) eine Treppenkurve, die zwischen
den Sprungstellen nur die Steigung Null hat, dann 14sst sich das Sprungstellenverfahren ent-
sprechend anwenden. Mit dieser groben Approximation kann selbstverstindlich keine genaue
Fourierreihe erwartet werden. Fiir genauere Approximation sollten mindestens Geradenstiicke
wie im Bild 9.19 oder Parabeln niedrigen Grades verwendet werden.
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Besteht nun die periodische Funktion v(x) oder die Ersatzfunktion aus Geradenstiicken
(siche Bild 9.19) oder aus Parabeln niedrigen Grades, die durch jeweils zwei bzw. drei
benachbarte Stiitzstellen bestimmt sind, dann miissen die Integrale mit v'(x) in den Gln.
(9.47) und (9.48) auf die gleiche Weise mit Hilfe der partiellen Integration in Integrale mit

v"(x), dann mit v"'(x), ..., v(W(x) iiberfiihrt werden, damit diese Null werden.
Anden 1’ Stellen &! hat die 1. Ableitungsfunktion die Ordinatenspriinge
si=Vv/(&+0)-V'(E-0), (9.49)

an den r" Stellen & hat die 2. Ableitungsfunktion die Ordinatenspriinge
sif=v"(&'+0)-v"(E'-0), (9.50)

an den r" Stellen &!" hat die 3. Ableitungsfunktion die Ordinatenspriinge
si'=v"(E"+0) - v"(E"-0), (9.51)

an den r(™ Stellen &gn) hat die n-te Ableitungsfunktion die Ordinatenspriinge

s = v ™ 4 0) - v ™ — ). (9.52)

Fiir die Fourierkoeffizienten ergibt sich dann

'

1~ . 1« ,
:——k Z smk~§i—m~;si~cosk~§i
i=1 1=

"

T

1 . 1
+ -Zsi“smk-é{’+ si"cosk - &i"— ...
n-k3 ‘0 n-k4

L(n) 2n :
Z Y Smk.iﬁn)i—l'f VOG0 Mkexedx(9.53)

-kt 0 cos

i=1

Tr kn+1

bzw.

R I
bk‘ﬁ'zsi'c“k'&i_n.kz'lesi'smk'&i
i=

" "

1 1
- Y sl cosk - £+ - spnsink - £+
3 Zsl cosk - &} 7 ! !
L0 S LA S
r(n COS T COS
(n) | (n) 0+ (x) . S . x .
an 2 g e — s J'v () kexede (954

0
mit k=1,2,3,...,n.

Wird die zu analysierende periodische Funktion v(x) durch Parabelbogen k-ten Grades
approximiert, so entfallt jeweils das Integral, und die Fourierkoeffizienten ay und by las-
sen sich dann ohne Integration nur aus den Sprungstellen errechnen.
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Beispiel: Fourierreihe einer Dreieckfunktion

Funktionsgleichung:
%-mt fiir 0<ot<n/2
u(mt) = —%m)t-&-Z-ﬁ fir 7/2<ot<3n2
2-0

—ot—4-0 fir 3n2<ot<2n
b

Grafische Darstellung der Funktion und ihrer 1. Ableitung:

Ll
—-
wt=x
Z_ﬁ E 52
LN
ul
5] s,
N 0 T : +
7 ? n 2n !
wt=x
20 -
m

Bild 9.21 Dreieckfunktion und ihre 1. Ableitung
Die Stammfunktion u(wt) hat keine Sprungstellen, denn die Funktion ist stetig.

Die 1. Ableitungsfunktion u’(wt) hat 1" = 2 Sprungstellen &; = n/2 und &), = 3n/2 mit den
Ordinatenspriingen

— - 2.0 (2.4 4.4
st =w(E +0) - (g -0)=-— _[+TJZ_T

=i +0) (g -0 - 20 (28] 4L

Die hoheren Ableitungsfunktionen ab u”(wt) sind Null und haben keine Sprungstellen.
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Damit lassen sich die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten in den Gln. (9.53) und (9.54) re-
duzieren und die Fourierkoeffizienten mit den festgestellten Sprungstellen berechnen.

2

1
a=— - > st-cosk-¢&!
Y ;1 &
1
a =— (s} -cosk- & + s, -cosk - &)
K2 (1 175 2)
1 4.4 .
a=——- ——u~cosk~E+4—u~cosk~3—TE =0
n-k? T 2 b 2
| 2
b=~ - ) st -sink - &!
: - k2 ;1 2
1
by =- (s} -sink - & + s} - sink - &’
KT e (1 175 2)
bk=—L-(—4'—u-Sink~E+4%u~sink-3—nj
n- k2 b 2 = 2
4.1 T 3n
by =———"|sink-——sink-—
I ( 2 2)
d. h.
blzg'—z‘*, by =0
T
8-
b3 _32. PR b4:0
8.0
b5752. 5. be=0

Die Fourierreihe der Dreieckfunktion besteht nur aus ungeradzahligen Sinusgliedern, weil sie
die Symmetrie 2. und 3. Art erfiillt (siehe Bild 9.11, S. 110):

-0 (.
u(mt) = Tu . [sm ot —
T

sin3wt  sinSomt
32 52 -+ ...
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Geradenapproximation und Sprungstellenverfahren

Wird die nichtsinusférmige periodische Funktion durch Geradenstiicke approximiert, die
benachbarte Stiitzstellen verbinden, dann werden bei Anwendung des Sprungstellenver-
fahrens die gleichen reduzierten Formeln fiir die Fourierkoeffizienten verwendet wie bei
dem eben behandelten Beispiel der Dreieckfunktion:

’

T

1 ! ’
ak=—.—k2-21:si-cosk~§i (9.55)
1=
1 r' ’ 1 !
bk__n~k2 -Zsi-smk-éi (9.56)

i=1

mit den 1’ Ordinatenspriingen der 1. Ableitungsfunktionen an den Stellen & :
si=Vv'(& +0)-Vv'(El-0). (9.57)

Die Geradengleichungen (Stammfunktionen), die 2. Ableitungsfunktionen und die hohe-
ren Ableitungsfunktionen gehen nicht in die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten ein, da
sie keine Ordinatenspriinge aufweisen.

Damit die Sprungstellen der 1. Ableitungsfunktion erfasst werden konnen, miissen also
die Geradengleichungen der Geradenstiicke

Vix)=Ap i x+Ap (9.58)
differenziert werden:

Vi(x)=Ay . (9.59)
Die in der 1. Ableitung verbleibenden Steigungen Aj i sind durch die Ordinaten- und

Abszissenwerte der Stiitzstellen gegeben:

Vi — Vij- Vi — Vi Vo — Vin— Vo~ V-
Al 1: 1 i-1 — 1 i—1 bZW. A] m = 0 m—1 — 0 m-—1 , (960)
X — X4 Ax ’ X0 — Xm-1 Ax

wobei die Stiitzstellen fiir die Ersatzfunktion in x-Richtung gleiche Abstinde Ax haben
sollen.

Die Ordinatenspriinge der 1. Ableitungsfunktionen an den Stellen &;" konnen damit

durch die Anstiege der Geraden ausgedriickt werden:

s =V(E+0)-V(E -0 =A -A, (9.61)
Si' = V'(E-‘i, + 0) — V’(ai, - O) = Al,l - Al,l—l . (962)

Sie werden dann in den Formeln fiir die Fourierkoeffizienten beriicksichtigt.
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Beispiel:
Bei m =12 Stiitzstellen hat die Ersatzfunktion aus 12 Geradenstiicken 12 verschiedene Stei-
gungen. Die 1. Ableitungsfunktion hat damit r' = 12 Ordinatenspriinge:

I Valx) v,ix)
! oix) ’ vg(x)
Y i 2
vlx) ol wt=x
—_—
f + t t t + ; f } +——HF-
0 2 b Sm 1 B 9m 10n Mn
F G A o S Ay K SE SR O SR fy
\F?(Xl v12(x1'
Vaal%)
vglx) n
Vg[K] \Fm':xl
8§ & & K & & & & & 5 & &
Ki Tt
\ s 12

=
o= L
(o]
o]
axl'g."’
IJI‘”‘ '-
BN ]
o7
=
ml;‘ 4
n
2.
mlsl'
g
&1
=
oy
NZ T
(]
|

Bild 9.22 Geradenapproximation und Sprungstellenverfahren bei m = 12

Wird die Fourierreihe z. B. bis zur 8. Harmonischen mit n = § berechnet, so ergibt sich folgendes
Gleichungssystem:

k=1:

1 T 2n lln
a;=-— -|sy-cos(1-0)+sh-cos|1-—|+85-cos|1-— |+..+8] -cos|1l-—
1 n-lz{l (1-0) 2 ( 6J ’ [ 6J . ( 6)}
1 . . T . 2n . 1lm
b =- |'sy-sin(1-0)+s5-sin| 1-—|+s5-sin|1-=—|+...+s],-sin|1-—
L {1 (1-0)+s) ( 6] 3 ( 6) 12 [ 6]}




134 9 Fourieranalyse
k=2
1 T 2n 1l
a=— -|'s7-cos(2-0)+s5-cos|2-— |+85-cos|2-—|+..+8], -cos| 2 -—
2n-22{1()2(6j3(6] ”(6]}
1 b1 2n 11w
by=— | sy -sin(2-0)+s5-sin| 2-— |+s5-sin|2-—|+...+5s]p -sin| 2 - —
2n.22{1()2(63[6j 12[6H
k=3
3 _n~132 si~cos(3-0)+s’2~cos(3-§ +s’3-cos(3-2§j+...+s12 005(3-1?]}
1 i 21 It
by =— s;-sin(3-0)+s5 -sin| 3-— | +s5-sin| 3-— |+...+s], -sin| 3-—
3 .32 71 ( ) 2 ( 6j 3 ( 6) 12 ( 6)}
k=4
I n 2n lin
a sy -cos(4-0)+s5-cos|4-—|+s5-cos|4-— |+..+8]p-cos|4-—
4n,42_1()2(6j3(6j [6j}
1 n 2n lin
by = s;-sin(4-0)+sh-sin|4-—|+s3-sin|4-—|+..+s]p-sin| 4-—
4 42 _1 ( ) 2 ( 6) 3 ( 6) 12 [ 6j:|
k=5
as=— 152 st -cos(5-0) +sh -cos(S-%)-&-sg ~cos(5~2?nj+... +5) ~cos(5-1?ﬂ
Tc.
bs=— 152 si-sin(5-0) + s -sin(S-gj-i—sg ~sin(5-2—6nj+...+s{2 -sin(S-MGTCH
Tc.
k=6
ag 162 s -cos(6-0)+sh -cos(6-gj + 85 ~c0s[6~2§j +...+5s] -cos(6-1?ﬂ
T[.
1 b 21 11
bg = s} -sin(6-0)+s5 -sin| 6-— [+85-sin| 6-— | +... +8]p -sin| 6 - ——
6n~62_1()2(6)3(6j 12(6H
k=7
1 T 2n lin
a7 =— sy -cos(7-0)+s5-cos|7-—|+s83-cos| 7-— |+...+8]p-cos| 7-—
e st cos(7-0) o 72 st o 728 (6]}
1 b 21 1lx
by=- sp-sin(7-0)+sh-sin| 7-—|+s3-sin| 7-— | +...+8]p -sin| 7-—
7 72 _1 ( ) 2 ( 6j 3 [ 6j 12 [ 6]}
k=8
g=— 182{si~cos(8-0)+s’2~cos[8-76t +s’3-cos(S-ngj-k...-ksiz~cos(8-1?ﬂ
T
1 i 21 1lx
bg =— -| sy -sin(8-0)+s5 -sin| 8-—|+s3-sin| 8- — |+ ... +5s], -sin| 8§ - —
87‘:82{1()2(63(6) 12(6)}
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Bei m = 12 Stiitzstellen konnen die Sinus- und Kosinuswerte genauso wie bei der direkten
trigonometrischen Interpolation nur die Werte 0, £ 0,5, = 0,866 und + 1 annehmen, wie am
Einskreis (Bild 9.17) zu sehen ist:

a, :—%-(s{-1+s’2-O,866+s’3~0,5+sa-O—sg~0,5—s’6~0,866

—s5 -1 — 550,866 —sg - 0,5+ 57, -0+5sy;-0,5+s], -0,860)

by =—-—-(s;-0+s)-0,5+s5-0,866 +s} -1+s5-0,866+sg -0,5
b

+55 -0 — 5§ 0,5 {0,866 — 57 - 1 — 5], - 0,866 — 57, - 0,5)

1
a, :_E'(Si'1+S'2'0’5_S§'0’5_S;1'1_S§'0’5+SI6'O’5

+s5 -1+ 550,555 - 0,55}y -1 5], -0,5+5], -0,5)

1
by == (5] -0+ 0,866+ 54 0,5~ 5 -0 = 55 - 0,866 — 5 - 0,866

+55 -0+ 5§ - 0,866 + 55 - 0,866 — 5 - 0 — 5], - 0,866 — 5], - 0,866)

1
a3:—9—~(si~1+s'2~O—s'3-1—sj‘-0+sg~1+s'6-0
b

r ’ ’ r ’ ’
—s5 - 1—sg-0+sg-1+s]5-0—s7;-1=5],-0)

1
b3:—%~(si~0+s'2-l—sg-O—sA’t-1+sg~0+sé-1
85 -0—sg-1+85-0+s8)-1=5s;;-0=5],-1)
1 ’ ! ’ ! r ’
a, = 16n~(s1-1—52~0,5—s3~0,5+s4~1—s5-0,5—s6~0,5
85 1—s5-0,5-185-0,5+s],-1-s{,-0,5-5],-0,5)
1
b, =—ﬂ-(si-0+s'2~O,866—s'3-0,866+s;~0+sg-O,866—s'6-0,866
+s5 -0+ g - 0,866 — 55 - 0,866 + 57, - 0 + 57, - 0,866 — s}, - 0,866)
1
a5:—E-(s{~1—s’2-0,866+s’3~0,5+sg-O—s§~0,5+sé~0,866
—s5 14 s5-0,866 — s - 0,5+ 51, -0 +s;;-0,5—s], -0,866)
b5:—E(Si~O+s’2-0,5—s’3~0,866+sa-1—s§-0,866+sg-0,5

+s5 -0 —sg - 0,5+ 85 -0,866 — 57 - 1+ 51, - 0,866 — 51, - 0,5)
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1
ag =— Tom (sprl=sy-T+sy-l1—s)-1+s5-1—sp-1

! ! ’ ! ’ ’
485 1—sg 1485 -1—s/y-1+sp;-1=s], 1)

by = — Fr (57 0+85-0+85-0+5)-0+s5-0+5;-0
+85 - 0+8g-0+85-0+s15-0+5s;;,-0+5s],-0)
a; =-— 4; “(s; - 1—85-0,866 +s5-0,5+s), -0—s5-0,5+s; 0,866
b
—s5 -1+ 550,866 —sg - 0,5+ 57, -0+5sp;-0,5—1s], -0,866)
1
b7:—E-(si-O—S’z-O,5+s§-0,866—s4’t~1+sg~0,866—s'6-0,5
T
+s5 -0 +sg-0,5—155 0,866 + ], - 1—15]; -0,866 + 5], - 0,5)
1 ’ ! ’ ’ r ’
ag @-(sl-1—s2~0,5—s3~O,5+s4-1—s5~0,5—s6-0,5
+s5 - 1—55-0,5—155-0,5+5], 1 0,5-151, -0,5)
bg = 5-(51-0—s'2~O,866+s'3-0,866+s§‘~O—s§-0,866+s'6-0,866
i

+s% -0 — 55 - 0,866 + 5§ - 0,866 + 5], - 0 — 5], - 0,866 + 5], - 0,866)

Tafel fiir die Berechnung der 8 Fourierkoeffizienten bei Geradenapproximation mit
m =12 Stiitzstellen und Anwendung des Sprungstellenverfahrens

Arbeitsschritte:

1. Ablesen und Eintragen der 12 Funktionswerte vj

d

Bild 9.23
Geradenapproximation
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2. Eintragen der 2 -vj-Werte bzw. 4 - vij-Werte und
Berechnen des Gleichanteils a

Die Berechnung des Gleichanteils erfolgt nach der Simpsonformel Gl. (9.44).

3. Berechnen und Eintragen der Ordinatenspriinge +s; der Ableitungsfunktion
6 6
Sp=—=-(vy;—2vp+vy) und si=—-(v,_,—2-v,_[+V;)
g T

Die Ordinatenspriinge der Ableitungsfunktion s! = v'(&/ +0) - v'(§/ —0) ergeben
sich nach Gln. (9.61), (9.62) und (9.60) mit Ax =7w/6 und vi; = vy:

S| =AL —Aym = AL A
Si = Al,l - Al,l—l mlt 1 = 2, 3, 4, ey 12
V. f—

. Vio
5 X 5

Vo ~ V11
AX

Die Formeln fiir die Ordinatenspriinge lauten dann:

VI—=Vg Vo-—Vii
si=A1—An = -

6
=—-(vi1=2-vo+vyp)
I

AX AX
Vo —Vp Vi — Vo 6
$5=Ajp— Ay = - =—-(vo—2-vi +V2)
AX AX T
V3 — V) Vo) = Vi 6
s3=Al3-Ap = - =—-(vi—=2-vy +v3)
AX AX T
V4 — V3 V3 — V) 6
sg =Ajg— Az = A :;'(Vz—z-V3+V4)

Vi2 = Vil _ Vi1~ Vig
si2 = A2 — Ay = - =

6
—(Vip—2-vy1+V
A A = (V1o 1+ Vvi2)

4. Berechnen und Eintragen der +pj=+0,5-s; und =+ qj==+0,866 -s;

Die auf den vorigen Seiten entwickelten Formeln fiir die Fourierkoeffizienten entspre-
chen den Spalten 1 bis 8 der folgenden Tabelle.

5. Aufsummieren der Spaltenwerte und
Berechnen der Fourierkoeffizienten ag und by

Die Aufsummierung erfolgt spaltenweise, und die Spaltensummen miissen noch durch
n - k2 dividiert werden.

Anm.: Der Fourierkoeffizient bg ldsst sich bei Geradenapproximation mit m = 12
nicht berechnen.
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Vi 0 st 1 7 8

Vo | 2vy | 8§ +s1 +5] +5]

Vi |4V | sy | gy [ty | T, Py | P2 | %

Va | 2vy | S5 | +py |t 3| P P | T

vy | 4y | sy +s)

Vg | 2V4 | S5 —Ps | —9s

Vs | 4vs | sg —Pe |+

Ve | 2v6 | 8% +s5 -I

Voo | 4vg | osg “Pg |~

Vg 2vg Sy ) b |+

Vo | 4vy | Sig —sio m

Vip | 2Vio | i “Pn “Pu[~qn

Vie [ 4V | Sia | T, [P, TP, |- ~Pi2| T2
! Ay ! A | B Ay Ag | Bg
aozﬁ K =— Ax by =— By mit k=1,2,3,...,8

36 n-k2 n- k2

Die folgende leere Tafel kann fiir Rechenbeispiele kopiert und nach obiger Vorschrift

ausgefiillt werden:
4 5 6 7 8

vi 0 st 1
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Beispiel: Die im Beispiel 3 des vorigen Abschnitts entwickelte Fourierreihe des gleichgerich-
teten Stroms bei Einweggleichrichtung (siehe Bild 9.15, S. 114) soll fiir m = 12 durch Gera-
denapproximation und mit Hilfe des Sprungstellenverfahrens angendhert werden, damit das
Sprungstellenverfahren durch Vergleich der exakten mit der angendherten Reihe beurteilt
werden kann.

Losung:

L. | .vs oy B T | M i
T
gzlﬁl%%%nhﬂn?nmnﬁn.

wh=x

Bild 9.24 Aufteilung der Sinushalbwelle in Teilintervalle und Approximation

durch Geradenstiicke
0o | s 1 4 5 7 8
0 0.9549/0.9549 0,9549 0,9549 0,9549 0,9549 0,9549 0,9549

0
05 2 [-0.2558-0,2215-0,1279-0,1279 0,2215] § 0,1279 |-0,2215] 0,2215 1-0,1279 0,2558 0,2215(0,1279 | 0,1279 | 0,2215
0,866 | 1,732 (-044321-0,22160,3838 02216 |- 0,3838 0,3838 - 0,2216] 0,3838 |- 0y 0,2216(-0,3838 0,2216 [-0,3838|
1 4 —0,5]18.]»0,5]1 05118 A A Ellg-
0,866 | 1,732 (-0,4432( 0,2216 - 0,3838 0,2216 0,3838 0,2216 | 0,3838 0,2216 |-0,3838 0,2216 | 0,3838
05 2 [-02558 02215 (-0,1279+0,1279 0,2215 l 0,2215 (-0,2215-0,1279 0,2558 0,2215( 0,1279 | 0,1279 [-0,2215|
0 0 10,9549 f0,9549- 0,9549 .0‘954. A 0,9549- 0,9549 -
0 0 0 0 0 0 n 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 I-
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
! 11,464 ! 0 |1,5352 2,609 2,097 0
ag— 1404 _ 3184
a; =0 blz—ifszzms% as=0 bs=0
a2=—i’6§29 =-0,2076 by =0 a6=—2£1628 =-0,0181  bg=0
a3=0 b3=0 a7=0 b7=0
a4=—i’0327 =-0,0417 bs=0 38=—i’?§27 =-0,0104  bg=0
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Die angeniherte trigonometrische Fourierreihe der Sinushalbwelle, angenéhert durch m = 12
Geradenstiicke, lautet damit:

i(ot) ~i -(0,3184 + 0,4866 - sin wt — 0,2076 - cos 2wt — 0,0417 - cos 4wt
—0,0181 - cos 6ot — 0,0104 - cos 8wt —...) .

Die Abweichung von der exakt berechneten Fourierreihe (siche Beispiel 3 im Abschnitt 9.1,
S. 114-116)

i(ot) =i (0,318 + 0,5 - sin ot — 0,2122 - cos 2wt — 0,0424 - cos 4ot
—0,0182 - cos 6ot —0,0101 - cos 8wt —...)

betrigt hinsichtlich der Amplituden maximal 3%. Die Fourierreihe mit Hilfe der Geraden-
Approximation ist also fiir dieses Beispiel wesentlich genauer als die endliche Reihe, die mit
der direkten trigonometrischen Interpolation berechnet wurde.

In Bereichen starker Kriimmung der Originalfunktion weicht die Ersatzfunktion aus Ge-
radenstlicken erheblich von der Originalfunktion ab, z. B. bei der Sinushalbwelle im Be-
reich des Maximums. Um die Fourierreihen mit der Geradenapproximation genauer be-
rechnen zu konnen, sollte in diesen Bereichen die Anzahl der Stiitzstellen und damit die
Anzahl der Geradenstiicke erhoht werden. Bei der Sinushalbwelle sollten z. B. folgende
x;-Werte mit zugehdrigen Funktionswerten v; berticksichtigt werden:

Xj 0° 30° | 60° | 75° | 80° | 85° | 90° | 95° |100° |105° | 120° |150° | 180°

vi 0 0,5 10,866 0,966 |0,985(0,996| 1 (0,996 (0,085|0,966|0,866 | 0,5 0

Werden fiir die Approximation der nichtsinusformigen periodischen Funktion statt
Geraden Parabeln 2. Grades verwendet, dann muss die Anzahl der Stiitzstellen gerade
sein, denn eine Parabel 2. Grades ist durch drei benachbarte Stiitzstellen bestimmt. In
die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten ax und by gehen die Ordinatenspriinge der
Ableitungsfunktion und die Ordinatenspriinge der 2. Ableitungsfunktion ein. Zunéchst
miissen aber die Koeffizienten der Parabeln und dann die Ordinatenspriinge berechnet
werden. Entsprechende Tafeln lassen sich fiir m = 12 entwickeln.

Wird die Ersatzfunktion aus Parabelstiicken 3. Grades aus jeweils vier benachbarten
Stiitzstellen gebildet, dann ist der rechnerische Aufwand nur noch mit Hilfe von Rechnern
zu bewéltigen.
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9.3 Anwendungen der Fourierreihe

Wirkleistung bei nichtsinusformigen Strémen und Spannungen

Die Wirkleistung P einer zeitlich verdnderlichen periodischen Augenblicksleistung p(t) ist
nach GI. (4.189) im Band 2 gleich dem arithmetischen Mittelwert der Augenblicks-
leistung

T T
1 1 .
p =¥£p(t).dt - ¥Z';u(t)-1(t)~dt (9.63)

mit p(t) =u(t) - i(t) .
Die nichtsinusformige Spannung u(t) und der nichtsinusformige Strom i(t) werden mit
Hilfe der beschriebenen Methoden in die Fourierreihen

o0
u(t) =ag+ Y_ (ay - coskaot + by - sinkot)
k=1
und

o0
i(t)y=a, + Z(ai( -coskot + by - sinkot)
k=1
entwickelt, wobei die Fourierkoeffizienten der Strom-Reihe mit einem Strich versehen
werden, damit sie nicht mit den Fourierkoeffizienten der Spannungs-Reihe verwechselt
werden konnen. Keineswegs bedeutet der Strich Differentiation.

In das Integral fiir die Wirkleistung eingesetzt ergibt sich

T 0 )
P= lJ. ag + Z(ak - coskot + by - sinkot) |- | ag + Z(ai( -coskot + by -sinkot) |- dt
T 0 k=1 k=1

Bei Beriicksichtigung der Gln. (9.14) bis (9.19), siehe S. 101/102, sind fast alle Teilinte-
grale Null:
T T «

p-L. Iao-ab-dt+.[2(ak~ai(~coszkmt+bk-bi<-sinzkmt)~dt
T 0 0k=1
1 - T T
P=—-Jag-ap-T+ ag-ag -—+ by b -—
T{oo Z(kkzkkzj}
k=1
S ay - af + by - b
P=ag-ap+ y Kk ok (9.64)
k=1 2

oder ausfiihrlich
ar - a +b1 'bl +a2 b +b2 ‘bz " a3 -ajz +b3 'b3 4
2 2 2
Die Wirkleistung kann also unmittelbar aus den Fourierkoeffizienten der Spannungs- und

Strom-Reihe berechnet werden, wobei in Gleichleistung, Grundwellenleistung, 1. Ober-
wellenleistung, 2. Oberwellenleistung, ... unterschieden wird.

P:a0~ab+
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Mit den Gln. (9.7) und (9.8), siehe S. 99, kdnnen die Fourierkoeffizienten der Spannungs-
und Strom-Reihe in der Formel fiir die Wirkleistung Gl. (9.64) ersetzt werden:
Mit

ak = Uk - sin @y af = ij - sin gy

by = Uk - cosPyk bb = i - cos i

ist

P=Up- Io+z\/_ \/_ - (sin @k - sin@jx + cOSQyx - COSPik )

0

P=Up-Ip+ Y Uy - I - cos(py, — 0y (9.65)
k=1

P=Up-Ig+ D Uy I -cosg  mit ¢ =y — Py (9.66)
k=1

oder
P=Uy-Ip+U;-I1-cosp;+Uy-Ih-cospy+Us-Iz-cospsy+...
Die Wirkleistung bei nichtsinusformigen periodischen Spannungen und Stromen ist

gleich der Summe der Gleichleistung und der Wechselstromleistungen der Grund- und
Oberwellen.

Effektivwert einer nichtsinusférmigen periodischen Wechselgrife

Der Effektivwert V einer zeitlich verdnderlichen periodischen WechselgroB3e v(t) ist nach
Gl. (4.5) im Band 2

T
ST
0

Das Quadrat des Effektivwertes wird formal nach der gleichen Formel berechnet wie die
Wirkleistung in GI. (9.63),

T T
V2= %{[v(t)]z .t und P= %‘([u(t)-i(t)-dt,

wenn in der Leistungsformel sowohl u(t) als auch i(t) durch v(t) ersetzt werden.

Die Herleitung der Formeln fiir V2 ist also gleich, so dass die Ergebnisse entsprechend
iibernommen werden konnen.
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Fiir die nichtsinusférmige periodische Wechselgrofie v(t) wird zunéchst die Fourierreihe
entwickelt:

V®:m+zk%w%hm+msmmm.
k=1

Dann wird GI. (9.64) entsprechend geéndert:

— a2 + by 2
V2=a,2 + Z% (9.67)
k=1

so dass der Effektivwert aus den ermittelten Fourierkoeffizienten berechnet werden kann:

2+b2 ay,2+by2  ag?+by?
V—\ja02+al — L2 2 L3 el (9.68)

Auch Gl. (9.66) lasst sich formal dndern:
V2= VOZ + Z sz (9.69)

k=1
oder ausfiihrlich

Der Effektivwert einer nichtsinusférmigen periodischen Wechselgrofle ist gleich der ge-
ometrischen Summe der Effektivwerte des Gleichanteils, der Grundwelle und der Ober-
wellen.

Beispiel 1: Effektivwert der Rechteckfunktion im Bild 9.12, S. 111
Die Fourierkoeffizienten der Rechteckfunktion sind im Beispiel 1, S. 111 ermittelt:
40 1
ap=0 =0 by =0 b = —-
0 k 2k 2k + 1 T 2k+1

Nach GL. (9.67) ist

v ib%m: S (40
2 “ 22 (2k + 1)

k=0 k=

2
40 |1 4 \/%
V= . = = ﬁ
w2 kZ:;) Qk+1? 2

. Y
mit — =
kzz‘;) Qk+1)2 8
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Beispiel 2: Effektivwert der Sidgezahnfunktion im Bild 9.14, S. 112
Aus der Fourierreihe der Sdgezahnfunktion, ermittelt im Abschnitt 9.1, Beispiel 2, S. 114

U U (sinot sin2ot sin3wt sindot
u(0)t)=§+ + + + + ..

n 1 2 3 4
konnen die Effektivwerte entnommen und in die Gl. (9.70) eingesetzt werden, indem die
Amplituden der Grundwelle und der Oberwellen durch V2 dividiert werden:

V=V + V24 V2 + V2 +

U\/(gjz+[n~fi/§]2(1+zll+;+ll6+mj

11 _
mit 71+ +t—t+t—+..=—
Z 4 9 16 6
/1 L POl
4 6 12
U=—~ﬁ:0,577 il
V3

Beurteilung der Abweichung vom sinusférmigen Verlauf

Die Abweichung einer nichtsinusformigen periodischen Funktion von einer sinusformi-
gen WechselgroBBe wird durch den Verzerrungsfaktor und durch zwei Klirrfaktoren er-
fasst. Fiir die Beurteilung der Kurvenform werden noch der Scheitelfaktor und der Form-
faktor definiert.

Der Verzerrungsfaktor ist gleich dem Quotienten aus Effektivwert der Grundwelle und
dem Effektivwert der nichtsinusférmigen periodischen Funktion:

V, V,
ky = 1 = L (9.71)
T Vo + Vi2 + V2 + V2
o vop a
0
Beispiele:

Sinusform (ohne Verzerrung): ky, = 1

Rechteckform nach Bild 9.12, S. 111:

44
k _n\2 L
v il 2
Sdgezahnform nach Bild 9.14, S. 112:
u
kv=”“/5= 3 =0,4

R
NE]
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Die beiden Definitionen des Klirrfaktors bezichen den Effektivwert der Oberwellen auf
den Effektivwert der Gesamtwechselgrofe oder auf den Effektivwert der Grundwelle:
Lo \/sz + V2 +V,2 4

V2 + Vo2 V2 4 V,2 4

(9.72)
bzw.
Vo2 + V32 + V2 +
= \/ : : : (9.73)
Vi
Zwischen beiden Klirrfaktoren besteht der Zusammenhang
k= - (9.74)
weil
L= ‘/V22 + V32 +V,2 4 \/sz FEVERREI
Vi t+ V22 * V32 + V42 to \/Vlz + V22 + V32 + V42 + ..
V12
Beispiele:

Klirrfaktoren der Rechteckfunktion nach Bild 9.12, S. 111

Aus der Fourierreihe der Rechteckfunktion (siehe Beispiel 1, S. 111 bzw. 143) werden die
Effektivwerte der Grundwelle und der Oberwellen entnommen:

40 [1 11 2
==+ —+.. -1
= -2 9 25 49

=¥X8 0435
( all 2~(1+1+1+1+ j \’ﬁ
-2 9 25 49 8

T Gaa) g

. 5 o )
woWny2) L9 25 49 7)) T 12048 mit L _©
a0 Q o2k + n2 8
n-2

Klirrfaktoren der Sigezahnfunktion nach Bild 9.14, S. 112

Entsprechend kdnnen die Effektivwerte aus der Fourierreihe der Sdgezahnfunktion
(siche Beispiel 2, Effektivwertberechnung, S. 144) entnommen werden:

i 2(1+1+1+) 2
o Wav2) 1a79 7167 o !

VY6 _o626
a 2~(1+1+1+1+j \/lz
n-2 4 9 16 7 6
TG
: 5 . )
K’ m-2 4 9 16 = 5= -1=0,803 mitzi—“—
u 6 k:1k2 6
n-2
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Der Scheitelfaktor gibt das Verhiltnis des Maximalwertes (Scheitelwert) zum Effektiv-
wert der nichtsinusférmigen periodischen Funktion an:

¢
t=y (9.75)

Beispiele:
Rechteckfunktion nach Bild 9.12, S. 111: §=1

Sinusfunktion: & = <2 = 1,414

Der Formfaktor bezieht den Effektivwert der nichtsinusformigen periodischen Funktion
auf den arithmetischen Mittelwert wihrend einer Halbperiode oder Gleichrichtwert (siehe
Gln. (4.3) und (4.4) im Band 2) der nichtsinusformigen periodischen Funktion:

= (9.76)

Beispiele:
Rechteckfunktion nach Bild 9.12, S. 111: =1
Sinusfunktion: f= 1,11

Netzberechnungen bei nichtsinusformigen periodischen Quellspannungen

Die nichtsinusformige Quellspannung, erzeugt durch spezielle Generatoren, wird zu-
niachst mit Hilfe der beschriebenen Rechenverfahren in eine Fourierreihe entwickelt
(Harmonische Analyse).

Wenn alle ohmschen Widerstdnde, Induktivititen und Kapazititen lineare Kennlinien
haben, kann fiir die Berechnung der Strome das Superpositionsverfahren angewendet
werden:

Auf das Netzwerk wirkt zundchst nur der Gleichanteil (Gleichstromberechnung nach
Abschnitt 2.3 im Band 1),

dann die Grundwelle (Wechselstromberechnung nach Abschnitt 4.2.2, im Band 2)

und dann die 1. Oberwelle (Wechselstromberechnung nach Abschnitt 4.2.2 im Band 2),
dann die 2. Oberwelle, usw.

Die sich ergebenden Stromanteile werden schlieBlich iiberlagert (Harmonische Synthese).

Strome und Spannungen in einem Netzwerk hidngen von der Art der Bauelemente ab:

Bei ohmschen Widerstéinden haben die nichtsinusformige Spannung und der nichtsinus-
formige Strom gleichen Verlauf, weil ein ohmscher Widerstand frequenzunabhéngig ist.

Der induktive Widerstand X; = o - L wichst proportional mit zunehmender Frequenz.
Mit grofer werdender Frequenz werden die Oberwellen des Stroms mehr geddmpft. Die
induktive Spannung steigt bei hoheren Frequenzen, d. h. die Oberschwingungsanteile
werden mit hdheren Frequenzen grofer.

Der kapazitive Widerstand — X = 1/oC wird mit wachsender Frequenz kleiner. Mit
grofler werdender Frequenz steigen die Oberwellenanteile des Stroms. Die kapazitive
Spannung sinkt bei hoheren Frequenzen, d. h. die Oberschwingungsanteile werden mit
hoheren Frequenzen mehr gedampft.
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Prinzipielle Berechnung der Ausgangsfunktion eines Ubertragungsgliedes
fiir periodische Eingangsgrofien

Fir periodische nichtsinusformige EingangsgroBen x(t) ldsst sich die Berechnung der
Ausgangsfunktion y(t) mit Hilfe der Ubertragungsfunktion (Netzwerkfunktion) G(jkw)
durch folgendes Rechenschema veranschaulichen:

Zeitbereich (Originalbereich) komplexer Bereich (Bildbereich)

Harmonische Analyse komplexe Zeitfunktionen
s der Anteile der

Eingangs-Fourierreihe x(t)

Ei ssignal x (t i
ingangssignal x (t) und Transformation

Losung der muitipliziert
Differentialgleichung mit G (jkw)
Riicktransformation und komplexe Zeitfunktionen

Ausgangssignal y (t) der Anteile der

Harmonische Synthese
Ausgangs-Fourierreihe y(t)

Folgende Rechenoperationen sind also fiir die Ermittlung der periodischen Ausgangs-
Zeitfunktion vorzunehmen:

1. Uberfiihrung der periodischen nichtsinusformigen EingangsgroBe x(t) in eine Fourier-
reihe (Harmonische Analyse)

2. Berechnung des Gleichanteils Y, der Ausgangsgrofle aus dem Gleichanteil X der
Eingangsgrofie

3. Transformation der sinusférmigen Anteile xi in komplexe Zeitfunktionen xi (siche
Band 2, Abschnitt 4.2.2)

4. Ermittlung der Ubertragungsfunktion (Netzwerkfunktion) G(jko) mit Hilfe der Sym-
bolischen Methode (siehe Band 2, Abschnitt 4.2.4)

5. Berechnung der komplexen Zeitfunktionen der Anteile der Ausgangsgrofle yi durch
Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion G(jkw)

6. Riicktransformation der komplexen Zeitfunktionen in sinusférmige Anteile yy

7. Ermittlung der Fourierreihe der AusgangsgroBe y(t) durch Uberlagerung des Gleich-
anteils Y und der sinusférmigen Anteile yj

Beispiel:

An den Eingang der RC-Schaltung o—{ }+—+—o0
(siehe Bild 9.25) liegt eine Sdgezahnspannung R

Y u
R == 2
ul(cot)=u-(1—2gtj fir 0<ot<2m , N\ ¢
b
deren Funktionsgleichung auf S. 97 angegeben o— o

und die im Bild 9.1, S. 98 gezeichnet ist.

_ R Bild 9.25 RC-Schaltung
Die Ausgangsspannung u,(ot) bezogen auf 0

ist zu ermitteln, wobei @ = 1/RC betragen soll.
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Losung nach den oben angegebenen Rechenschritten:
Zu 1. Im Beispiel 2 (siche Abschnitt 9.1, S. 112—114) ist die Fourierreihe der Eingangsspan-
nung bereits entwickelt:
U U (sinot sin2ot sin3ot sin kot
u(mt) =—+—- + + +...+ + ...
2 n 1 2 3 k

uy(ot) =Ujg +up(ot) + upp(ot) + upz(et) + ... +up(ot) + ...

Zu 2. Uy =Ujg =2
2
a . 0 o
Zu 3. uyj(ot) = —-sinomt —> U (ot) =—-¢J
T T
upp(ot) = Y sin2et o up, (ot) = U ezt
2n 2n

o . a
upz(wt) = o sin3ot - uj3(wt) = o gldot

o . a
uy (ot) = o sinkot  — u, (ot) = o elkot

1
4 o jkoC 1 .
Zu 4.G(jko) = = Spannungsteilerregel
(ko) | I+ JkoRC (Sp g gel)
jkoC
Gi(jke) = — L L und tank
W)=——= mit ®=— un = arctan
vk 12 RC Pk
. u- ej(wt_q)l) .
Zu 5. uy;(ot) = uj (o) - G(jo) = ——F=— mit @; = arctanl
w2
(ot) = u» (1) - G(20) < L2 it tan2
Uy (0t) =up, (o) - G(20) = ———F— mit ¢, = arctan
22 12 22d5 2
(ot) = < (et) - G(j30) = L0 it tan3
Uy (ot) =upz(ot)  G(j3e) = ——F— mit @3 = arctan
23 13 310 3

i - eikot—gy)

t) = t) - G(jko) = ——F——
Ezk(m) Elk(o‘)) (J (D) knm

mit @y = arctank

Zu 6. 921(@) _ SIN@C=01) _ 2551 gin(wt - 0,7853)

u T -

Uz (@) _ sin0t=2) _ o 5715 gin2et - 1,107)
ﬁ 27‘[ ] \/g s ]

uz3 (@) _ SinBOt—93) _ 4335 sin(3ot - 1,249)
a 3n-/10 ’ ’

mit @y = arctank

Uy (ot)  sin(kot — @y )

u kr -1+ k2
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Zu.
UZ(OJt) = Uzo + llzl((x)t) + uzz((»t) + U23(03t) +... +ll2k(03t) +...

92000 _ 540,225 - sin(ot— 0,785) + 0,0712 - sinat— 1,11) + 0,0335 - sin(Geot — 1,25) +
u

+0,0193 - sin(4ot — 1,33) +0,0125 - sin(Scwt — 1,37) + 0,0087 - sin(6wt — 1,41) +

+0,0064 - sin(7wt — 1,43) +0,0049 - sin(8wt — 1,45) + ...

1 }‘ bis k=1

Bild 9.26

Fouriersynthese eines tiber-
tragenen periodischen
Signals
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9.4 Die Darstellung nichtsinusformiger periodischer

Wechselgrofien durch komplexe Reihen

Ubergang von der reellen Fourierreihe zur komplexen Fourierreihe

Eine nichtsinusformige periodische Wechselgrofe lasst sich nicht nur in eine reelle Fou-
rierreihe, sondern auch in eine komplexe Reihe mit e-Anteilen entwickeln, die imaginére
Exponenten haben. Wéhrend die Fourierreihe mit Sinus-und Kosinusgliedern messtech-
nisch mit Analysatoren nachgewiesen werden kann, ist das selbstverstandlich bei komple-

xen Fourierreihen nicht moglich.

Die komplexe Fourierreihe lasst sich aus der reellen Fourierreihe wie folgt herleiten:

In der reellen Fourierreihe

v(t)=ag + Y (a - coskot + by - sinkot)
k=1

werden die cos- und sin-Anteile ersetzt. Durch Addition und Subtraktion von

el =cosa +j-sina
und

e J%=coso—j-sina
entsteht

1 . . . 1 . .
cosa=—(e/*+eJ%) und sinoa=— (*—eJ%),
2 2]
d. h. mit o =kot ist

o0
V() =ag+ Y. B kot 4 2k o—jkot 4 Pk ikt _ Pk
=12 2 2] 2]

0
v(t):ao+z a—ker—k_ -efkot 4 a—k—b—lf - g~ Jkot
- 2 2] 22

[ee]
v(t) =¢o + Z{Qk cefkot 4o .efjko)t}

k=1
b
mit ¢, = a—k+f
2 2j
o & by
kT g

und ¢; =a,.

e~ jkot }

(9.77)

(9.78)

(9.79)

(9.80)
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Durch die folgende Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten ¢y, c_x und co aus
den reellen Fourierkoeffizienten wird gezeigt, dass die Indizierung mit —k sinnvoll ist.

In den Formeln fiir die Fourierkoeffizienten ay und by in den Gln. (9.21) und (9.22), siche
S. 102, werden ebenfalls die cos- und sin-Anteile ersetzt:

2 T 2 T elkot 4 o—jkot
ag=—-|v(t)-coskot-dt=—-| v(t) - ————— - dt
AL R RO

0 0
T T . .

2 2 elikot _ o—jkot
b==-[v(t)-sinket-dt = = - [v(t)- — =" . dt,
K= { ) = { T

wodurch sich fiir die komplexen Fourierkoeffizienten ergibt

ap by 1 ¢ eikot  g-jkot  gjkot  g-jkot
ck=—+—=—-.|.v(t)- + - + -dt
B T
0

2 2j 2 2 2 2

T
1 .
Ck = ? . J- v(t)- e—ikot . dt
0

und

Cp=———-=—"
kT T

T . . . .
1 jkot —jkot jkot —jkot
%% Iv(t){ez ez +ez ez o

und
| T
0

Die komplexen Fourierkoeffizienten lassen sich also durch eine gemeinsame Formel
fiir ¢ berechnen, indem der Bereich von k um die negativen Zahlen und die Null erwei-
tert wird. Damit lédsst sich die Reihenfolge der Glieder der komplexen Fourierreihe an-
dern; statt k und — k von 1 bis o in Gl. (9.77) variiert wird, lduft nun k von — o bis + oo:
0
V)= D ¢ -elkot (9.81)
k=—0
T T/2
mit ¢, = L j w(t)-e-kot .gr = L. j v(t) - e-Jkot . dt (9.82)
) T 0 T -T/2
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Ist die nichtsinusféormige Funktion in Abhéngigkeit von ot gegeben, miissen die Inte-
grationsvariable und die Grenzen gedndert werden:

Vot = Y ¢ elkot (9.83)
k=—0
1 2n 1 b3
i = . e~ Jk(ot) . = . e~ Jk(ot) .

mit g =~ { v(ot)-e d(ot) = - j v(ot)-e dwt)  (9.84)

—T
Bei der komplexen Fourierreihe wird also der Frequenzbereich durch negative Frequen-

zen erweitert.

Die komplexen Fourierkoeffizienten der komplexen Fourierreihe kdnnen in algebraischer
und in Exponentialschreibweise geschrieben werden:

A b 3
A R (9.85)

mit |gk| Amplitudenspektrum

und vy,  Phasenspektrum.

Da diese beiden Begriffe schon bei der reellen Fourierreihe (siche S. 96) verwendet wur-
den, muss es einfache Zusammenhénge zwischen vy und | ¢, | bzw. @k und yy geben:

fiir das Amplitudenspektrum mit Gl. (9.10), S. 99

1 1 .
ley| = > Va2 + b2 = 5 VK (9.86)

-0 < k < o 0 < k<o

und fiir das Phasenspektrum mit GI. (9.11), S. 99 i . |
_ 1 : tun:qlk ~cotp
tan y = —~X = — =—cotQ, ! | :
ap tan @ I ! :
I
oder t A
Loy
by ay ° | Y /7 P T
Y =arctan| —— | = arctan— — — | | |
ag by 2 : : |
d. h. [ | I
| [ I
b
Yk = @y — E 9.87) Bild 9.27 Zusammenhang zwischen

den Phasenspektren

Wenn in der Literatur tiber das Amplituden- und Phasenspektrum einer nichtsinusformi-
gen periodischen Funktion geschrieben ist, muss aus dem Zusammenhang zu erkennen
sein, um welche der beiden Definitionen es sich handelt.

Aus den Fourierkoeffizienten ¢} der komplexen Fourierreihe konnen mit Gl. (9.85) die

Fourierkoeffizienten der reellen Fourierreihe ermittelt werden:

ak=Re{2-gk} bk=—lm{2-gk}.
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Beispiel 1:
Amplituden- und Phasenspektrum der Rechteckfunktion nach Bild 9.12, S. 111

_ i
a fir 0<t<T/2
u(t)=q . e
-0 fir T2<t<T ETH [o 172 T

e

Mit Gl. (9.82) ist

T/2
=g [ vy oot g
-T/2
1 0 T/2
&= j (=) - e ket . dt + Jﬁ~e‘jk@t-dt
-T/2 0
a —e—Jkot 0 e~ kot 72
=—. +
T ] ke L, ke
. T _qoTf
Cx = .ET{[—1+eJ 2]-#[@J 2 —1
ko

jkm—T —jkm—T
mit 0T =21, ¢ 2 =ekm =(=1)k und e 2 =e kT = (—]k

il 20
— 1+ (DR + Dk =1V = -
k-2n { CDE+ D } ! k-27n

-1+ (-Dk}

Ek:j‘

.u a . b . b
gk:_J.k.n,.{l_(_l)k}:%_J.Tk:—y?k, dh a =0

fiir k>0
Fiir k = 0 istc, nach obiger Gleichung undefiniert. Da aber ¢ = ag, ist ¢, = 0, d. h. der
Gleichanteil ist Null, wie aus der Kurve zu ersehen ist.

Firk=1 ¢ =—j- S {1- (1} =—j. 20— .00 mit b, =20

b b 2 I

firk=2: ¢y =—j--—{I- (-1} =0 mit by =0
2n

4 .20 . b . 4d

firk=3: cy=-j-— -{1-(-13l=j.==—j. 2 mit by =—

! *3J3n{()}J3nJ2 T

firk=4: ¢y =—j-——{I-(-)*} =0 mit by =0
4
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firk =—1: g_lz_j.i.{l_(_l)—l}:j.@
-7

fiirk = 2: g_zz—j-%n {1-(=n2}=0

firk =—3: 973:—j-%n-{1—(—1)*3}:j-%

firk=-4: 9_4:_j._in.{1_(_1)—4}:0

Das Amplitudenspektrum ist der Betrag von ¢, :

fir k ungerade

x| =1 [kn

0 fiir k gerade

Im Bild 9.28 sind das Amplitudenspektrum der reellen und komplexen Fourierreihe gegeniiberge-
stellt. Die Amplituden der reellen Reihe werden halbiert und auf den Bereich mit den entsprechen-
den negativen k verteilt.

JEkfl GRT

3 «2 A4 0 4 2 Ig—e 09 41 2 3 & 5 g—w

Bild 9.28 Amplitudenspektrum der Rechteckfunktion

Das Phasenspektrum vy fiir ungerade k ist konstant:

mit ¢ = o ‘.ejWk:_j.zlzzl.e*Jﬁ/z
=k Tk kn kn

[ -m2 fir k>0
L Y

mit Yy =@x—m2=-m/2 fir k>0

wegen @, =0 (vgl. Beispiel 1 im Abschnitt 9.1, S. 111).
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Beispiel 2:

Amplitudenspektrum des gleichgerichteten Stroms bei Einweggleichrichtung
nach Bild 9.15, S. 114

. i-sinot fir 0<wt<n T
i(ot) = i
fir t <owt<2n
Mit Gl. (9.84) ist
1 2n
¢, =—- | v(ot)-e kot . d(wt 0 m 2
o =5 £ (o) (wt) | e

T ~T
1 ¢~ . . i : .
cp = —J.l -sinot - e Ikotd(wt) = Ljejk‘m -sinot - d(wt)
271 0 2n

. . e .
mit jeax -sinbx - dx = 5 5 -(a -sinbx — b - cosbx)

T

0

i 1 .
¢, = — ——-| eIk (—jk -sinm — cosm) + 1
o 1-k2 [ = 4 J
mit sint=0 und cosw = — 1
i 1 ,
Cp =—" GRS
% =5 1o ¢ )
firk =0: gozaozi
T
0

fir k=11ist ¢ = L undefiniert,

2n
mit Hilfe der Regel von I’Hospital ldsst sich durch Differenzieren nach k und an-
schlieBendem k =1 setzen ¢, berechnen:

—jm- e Jkn i jm-eim

lelim kaillm = — :_j.l mit e—jﬂ:_l
k-1 2n k-1 -2k 2n 2 4
Y amj2m B A
fir k=2: czzi.u:_ mit e—i2T =1
- 27 1-4 3n
fur k=3: ¢; =0 mit e B3 =
T e f '
fur k=4: 94:L.67+1:_L mit 61411:1
2n 1-16 15m
fir k=5: c5 =0 mit e 57 =]
Amplitudenspektren (siehe Beispiel 3, S. 116) und vgl. mittels Gl. (9.86):
i i i i
== lal=5 fel=x lel=00 fel= e =0
S L =
; 2 ; 2 2-{ N ~ 2 I ~
o =— =, 2=7—, 13=0, ==, -0
" x 2 T ’ 15n >
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9.5 Transformation von nichtsinusformigen nichtperiodischen
Groflen durch das Fourierintegral

Ubergang von der komplexen Fourierreihe zur Fouriertransformation

Wihrend fiir eine periodische Funktion eine komplexe Fourierreihe mit einem diskreten
Spektrum entwickelt werden kann, ist die Fouriertransformation fiir die Berechnung kon-
tinuierlicher Spektren von aperiodischen Funktionen behilflich. Aperiodische Funktionen
werden wie periodische Funktionen mit der Periode T — oo aufgefasst.

Die Fouriertransformation einer aperiodischen Zeitfunktion v(t) bedeutet die Berechnung
eines uneigentlichen Integrals V(jo), das aus dem Fourierkoeffizient ¢, hergeleitet werden

kann:
Ausgegangen wird von den GlIn. (9.81) und (9.82)

o0
V(t) = z - ejkmt
k=—x

mit
T T/2
o = % j v(t) - e-Jkot . dt :% j v(t) - e-Jkot . dt
0 -T/2
In der periodischen Funktion ist T = 2n, d. h. /T = ©/2n. Um von dem diskreten
Spektrum zum kontinuierlichen Spektrum tibergehen zu konnen, wird die Grundfrequenz
® = Awm genannt. Damit ist I/'T = Aw/2n, das in der Gleichung fiir ¢ beriicksichtigt wird:

A T/2
® ,
C, = — v(t) - e—_lk'A(D't . dt .
o =7 | v
-T/2
Eingesetzt in die Gleichung fiir v(t) ergibt sich
) T/2
Vo= Z i_: .[ v(t)-e-jkAot. gt . ejkAnt,
k=-x ~T/2
Mit Aw — 0 und T — oo ist
1 o0 T/2
v(t) =—— lim J v(t) - e-ikAot g | ekdot . Ag |
27 Aw—0

T K==®L-T/2

Durch den Grenziibergang Ao — 0 wird ® =k - Ao die kontinuierliche Kreisfrequenz:

o | oo

v(t):i j v(t)-e"Iot . dt |- elot . dw
21 M

V)= j V(jo)-elot . do (9.88)
27 i

mit V(jo) = j v(t)-eiot.dt und j V(o)]-dt <K < o0 (9.89)

d. h. das uneigentliche Integral der Zeitfunktion muss absolut konvergent sein.
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Sinusformige und nichtsinusformige periodische Wechselgrofen sind bisher mit v(t) bzw.
v(t) und V bezeichnet worden. Bei der Laplacetransformation und auch bei der Fou-
riertransformation, bei denen nichtperiodische Zeitfunktionen abgebildet werden, sollten
die Bezeichnungen f(t) bzw. F(s) und F(jw), wie in der Literatur iiblich, verwendet wer-
den. Die Transformationsgleichungen der Fouriertransformation lauten dann:

f(t):ﬁ~ J' F(jo) - efot - do (9.90)
mit F(jo) = j £(t) - e=it - dt = F{f(1)} 9.91)

—00

o0
und j [f()]-dt <K < oo,

—00
Zu jeder aperiodischen Zeitfunktion f(t), deren Fourierintegral konvergent ist, gehort also
eine Fouriertransformierte F(jo), die eine Funktion von der kontinuierlich verénderlichen
Kreisfrequenz @ ist (Fouriertransformation). Deshalb wird F(jo) auch Spektrum von f{t)
genannt.
Umgekehrt kann aus der Fouriertransformierten F(jo) die zugehorige Zeitfunktion f(t)
berechnet werden (Riicktransformation: Inversion der Fouriertransformation).

Darstellungsformen der Fouriertransformierten

Mit
e Jot = cosmt —j - sinot

ist
F(jo) = f £(t) - cosot - dt — j- j £(t) - sinot - dt (9.92)
F(jo) =R() + j- X(0) = [F(jo)|- o) (9.93)
mit R(o)= j £(t) - cos ot - dt (9.94)
und  X(o) :—j £(t) - sinot - dt (9.95)

bzw. i
[F(jo)] = VIR(@)P + [X(@)P? (9.96)

X(w)

¢ (®) = arctan (9.97)

R(w)’

Der Betrag der Fouriertransformierten | F(jo) | ist das Amplitudenspektrum, das Argument
¢(w) der Fouriertransformierten das Phasenspektrum der aperiodischen Zeitfunktion f(t).
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Beispiel 1: Fouriertransformierte eines Rechteckimpulses

A fir —-T<t<+T
f(t) = ) f(t)

0 fur M > ‘T‘ mit T >0

A
Mit Gl. (9.91)

F(jo) = J' £(t) - e-iot . dt

T ) e—joat +T %] 0 T t—e
F(jo) = IA~e‘Jmt dt=A-

o1 —JO |t Bild 9.29 Rechteckimpuls

. . joT _ a—joT

F(]co) :i . (e—JmT _ eJmT) — ziA . i

—jo 2]

- L
mit ——————=sino
2j
. sinoT sinoT .
F(jo)=2A - =2A-T- - =2AT -si(oT), (9.98)
®
wobei
Si(x) = sinx
X

Spaltfunktion genannt wird.
Die Fouriertransformierte des Rechteckimpulses ist also reell:

F(jo) =R(®) mit X(w)=0,
und bei ® = 0 ist F(jo) undefiniert. Deshalb muss dort der Grenzwert berechnet werden:

fim F(jo) = 2A-T- Tim 32T oA T mit  1im 32X =
»—>0 oT—-0 oT X0 X

1.

Die Nullstellen liegen bei oT =+ wt, = 27, ... also bei ® =+ /T, + 27/T, ...

2AT
F(ju]'T

P il TN\

I 1
DN A r A —
T T T T w

Bild 9.30 Spektrum eines Rechteckimpulses

Fiir die Ubertragung eines Rechtecksignals der Breite 2T wird also theoretisch der gesamte
Frequenzbereich benétigt. Da das nicht méglich ist, wird das iibertragene Signal mehr oder
weniger verzerrt sein, je nachdem ab welcher Frequenz die Anteile nicht mehr iibertragen
werden (Grenzfrequenz).
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Beispiel 2: Fouriertransformierte des Diracimpulses
Der Diracimpuls wird als Grenzwert eines Rechteckimpulses aufgefasst, der durch Uberlage-
rung zweier verschobener Sprungfunktionen entsteht:

f(t) = 8(t — tg) =T1i310% ot —tg) —o(t—ty - T)] = {

oo fir t= tO
0 fir t= to
Mit G1. (9.91) 5 1
% g(t-to)
o0
F(jo) = j £(t) - emiot . dt
—o0
0 to b —
10+T _‘L
F(jo) = lim —.e7ot . dt T e
(o) HO!T T o(t-to-T)
0
—j(Dt t0+T
F(jo) = lim - & 0 X
T—»0T [ t i 1§
T
F(J(D) . e—jmto _e—jmT _ e—jwto
T—0 —joT
0 fo fot+T b —-
o €T -1 0
F(jw)= lim e7J®0 . ———— = — | =
(jo) = lim ToT 0 6(t-t,)
Mit Hilfe der Regel von I’Hospital ldsst sich der
0 to t—
Grenzwert berechnen:
. —jT Bild 9.31 Erlduterung des
F(jw) =ity | i 2@ -.e = e IOty ] Diracimpulses fiir technische
>0 —JO Anwendungen
F(jm) =F{3(t — tg)} = e7i®% (9.99)
mit [F(jo)| =1

und @(®) = —ot,

Liegt der Diracimpuls bei ty = 0, dann ist die Fouriertransformierte F {B(t)} =1.

}ijlII 1

1.4 \
Bild 9.32 Amplituden- und Phasenspektrum des Diracimpulses
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Beispiel 3: Zeitfunktion der rechteckformigen Frequenzfunktion
(inverse Fouriertransformation)

Mit GL. (9.90)

T - I
) ===+ [ F(jo) e - do Fljw)
21 i A
17
fty=—- | A-el® . do
= |
—p
A eiot [t “ie 0 W W
flty=—-—
© 2n jt . Bild 9.33 Rechteck-Frequenzkurve
jogt _ a—joot
f(t) = i . L
-t 2]
fit) = A-oy sinmt _ Ao -si (gt) (9.100)
I ot b

fir t=0 muss wieder der Grenzwert berechnet werden:

. sinopt
lim —2 =1
agt—>0 ot

=
E
5

f(t) I 7

Bild 9.34 Zeitfunktion der Rechteck-Frequenzkurve

Die Zeitfunktion f(t), deren Fouriertransformierte ideales Tiefpassverhalten zeigt, weil alle
Frequenzanteile bis ©y nicht gedampft werden, ist ebenso eine Spaltfunktion.
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Beispiel 4: Zeitfunktion der Frequenzfunktion F(jo) = 1
(inverse Fouriertransformation)

Nach dem Beispiel 2, S. 159, ist die Fouriertransformierte des Diracimpulses, der bei t = 0
auftritt, gleich 1, so dass die Zeitfunktion selbstverstindlich der Diracimpuls ist:

F(jo) =F{3(t)} = j d(t)-e ot .dt=1  mit eJ® =0 =1 .

—00

Durch die inverse Abbildung der Frequenzfunktion entsteht aber eine weitere mathematische
Beschreibung des Diracimpulses, die in der System- und Signaltheorie angewendet wird:

17 <
ft)y=—" | F(jo)-e'®' . do
= i (jo)
17
S(t)=—- | &)t . do 9.101
= j@ (9.101)
®) .
. ](,Ot +m
5(t)= lim - [ et do= tim 1.
w)—>0 2T oo 2T jt —ap
o
jmot_ —jmot
8= lim L.;
wy—>0 Tt 2j
8(t)= lim S0t 9.102)

wg—>o T-t

Beispiel 5: Fouriertransformierte der Zeitfunktion f(t) = 1
F(jo) =F{f(t)} = T f(t)- eIt . dt
F{l} = T e7iot . dt = T elot. gt
In der GL. (_907101) B
T el . dw = 27 - §(t)
wir;;ormal tdurch —® und © durch t ersetzt und 3(— ) = 6(w) beriicksichtigt:
T el . dt = 210- §(-w) = 27 - §(w) .
Dar;loiot ergibt sich fiir die Fouriertransformierten von f(t) = 1
F{l} =2n- 8(w),

d. h. im Frequenzbereich befindet sich bei ® =0 ein Diracimpuls.
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Zusammenhang zwischen der Laplacetransformation und der Fouriertransformation

Die Fouriertransformierte F(jo) hat Ahnlichkeit mit der Laplacetransformierten F(s) nach
Gl. (8.73), S. 31:

Fo)= [f()-etdt  und  F(jo)= [ f()-e7io-de
+0 .
mit s=3+ jo mit I|f(t)|'dt<w’

so dass man geneigt ist, die Korrespondenzentafeln der Laplacetransformierten fiir die
Ermittlung des Frequenzverhaltens aperiodischer Zeitfunktionen zu verwenden.

Formal besteht also Identitit zwischen der Laplacetransformierten mit s = jo und der
Fouriertransformierten F(s = jo) = F(jo), wenn die Fouriertransformierte die Zusatzbe-
dingung f(t)=0 fiir t<0 erhlt.

Zusitzlich muss das uneigentliche Integral der absoluten Zeitfunktion konvergent sein.

Die Konvergenzuntersuchung sollte auch im Bildbereich vorgenommen werden, indem
die Konvergenz der Laplacetransformierten F(s) = F(d + jo) gepriift wird:

Befindet sich die jo-Achse innerhalb des Konvergenzbereichs von s =8 + jo, ist
die Transformation der Laplacetransformation F(s = jo) = F(jo) ohne Einschrén-
kung moglich.

Liegt die jo-Achse auBerhalb des Konvergenzbereiches, so existiert fiir die Zeit-
funktion keine Fouriertransformierte.

Ist die jo-Achse Grenze des Konvergenzbereichs, dann kann es wohl eine Fou-
riertransformierte geben, aber diese ldsst sich nicht einfach durch s =j © aus der
Laplacetransformierten bilden.
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Beispiel:
f(t) = o(t) - e
2 2 —(s—a)t |
F(s) = L{o(t) -¢*} = jo(n-em-e*ﬂ-dtz Ie’“’@‘-dt:jigggg
+0 +0 B (S B a) 0
—(0+jo—a)t | —(8—-a)t . n—jot |©
F(s)= ¢ - = e. mit s=9J+ jo
-6+ jo-a)|, (b-a)+jo |

1. a<0 (z.B.a=-2)
Die Laplacetransformierte existiert fiir
0—-a=06+2>0 oder 6>a=-2,
denn ¢ (- st dann Null:
1 1 1
F(s) = — - =

d—a+jo s—-a s+2

Die Fouriertransformierte existiert, weil
die jo-Achse im Konvergenzbereich
von F(s) liegt und weil das uneigentli-
che Integral der absoluten Zeitfunktion -
konvergent ist:

0 o0 1
Sdt = |e2t.dt = —
I I£(0)] - dt I e dt =2 ///
—o0 0
2. a>0 z.B. a=2: Bild 9.35 Konvergenz von F(s) fiira <0

Die Laplacetransformierte existiert fiir
3-a=0-2>0 oder 8 >a=2,denn

e (8-a% jst dann Null: 5(t) - eM
{ { { 3 mita>0
F(s) = — = =

d—a+jo s—-a s-2°

Die  Fouriertransformierte  existiert
nicht, weil die jo-Achse nicht im Kon-
vergenzbereich von F(s) liegt und weil jw

das uneigentliche Integral der absoluten
Zeitfunktion divergent ist:
o0 0 /

jkmym:j&hmzm

—o0 0
3. a=0: /
Die Laplacetransformierte und die Fou-

riertransformierte  existieren, ergeben

sich aber nicht durch s = jo, weil die  Bild 9.36 Konvergenz von F(s) fiira >0
jo-Achse die Grenze fiir den Konver-

genzbereich ist und das uneigentliche

Integral divergent ist.

=]
D
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Korrespondenzen der Fouriertransformation

o) F(jo)
3(t) 1
8(t - to) e It
1 27 - §(®)
o(t) L +7-3(w)
jo
cos oot 7 - [8(0 — wg) + (o + 0p)]
sin oot % 8(0 = @) = 3(e + 0g)]
(1) - cos L2 2080 — 0g) + (0 + 0g)]
0y —0? 2
o(t) - sin gt @0 + l [8(w —p) = (0 + )]
02 -—w?  2j
o(t)-e — mita>0 bzw. Refa}>0
a+jo
ot
o(t) - - ————— mita >0 bzw. Re{a}>0
n! (a+ jo)nt!
mit n=0,1,2, ...
jo+a

o(t) - e 2 - cos mgt mit a > 0 bzw. Re{a} >0

(jo+ a)2 + 0)02
)

o(t) - e 3t sin gt _
(jo +a)? + w2

mit a > 0 bzw. Re{a} >0

Rechteckimpuls:

- 1 fir |t|<T 2 -sinoT
qr(t) = § —_—

0 fiir |t| >T ®
Doppel-Rechteckimpuls: 5
. sinc oT
qr(t—=T) —qr(t + T) —4j-
mit Reja} >0 . e—a®

t2 +a? tal Toe
sin Tt

mitT >0 7 - q(®)
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Prinzipielle Berechnung der Ausgangsfunktion eines Ubertragungsgliedes
fiir aperiodische Eingangsgrofien

Fiir ein lineares Ubertragungsglied ist die Ubertragungsfunktion (Frequenzgang) G(jo)
der komplexe Operator, der das Ubertragungsverhalten fiir sinusformige Signale kenn-
zeichnet. Die Ubertragungsfunktion ist gleich dem Quotient der komplexen Ausgangs-
Fouriertransformierten Y(jo) zur komplexen Eingangs-Fouriertransformierten X(jo):

Y(jo)
X(jo)

Die Zerlegung des aperiodischen Eingangssignals in sinusformige Signale verschiedener
Frequenzen bedeutet, dass die Ubertragungsfunktion (Frequenzgang) des Ubertragungs—
gliedes fiir alle diese Frequenzen bekannt sein muss. Der Frequenzgang von Ubertra-
gungsgliedern kann messtechnisch ermittelt oder berechnet und in Ortskurven oder in
Frequenz-Kennliniendiagrammen (Bodediagramm) dargestellt werden.

G(jo) = (9.101)

Fiir aperiodische Eingangsgrofien x(t) ldsst sich die Berechnung der Ausgangsfunktion
y(t) mit Hilfe der Ubertragungsfunktion (Frequenzgang) G(jo) durch folgendes Rechen-
schema veranschaulichen:

Zeitbereich (Originalbereich) komplexer Bereich (Bildbereich)
. . Fourier- Fouriertransformierte
Eingangssignal x (1) PR . o des Eingangssignals X (j )
Losung der multipliziert
Differentialgleichung mit G (jw)
Riicktransformation EaiiEr R R
A ienal t - - = rigriran rmier
usgangssignal y (f) (Inversion der Fourier- des Auspangesignats Y 6i00)
transformation)

Folgende Rechenoperationen sind also fiir die Ermittlung der Ausgangs-Zeitfunktion
vorzunehmen:

0

X(jo) =F{x(1)} = j x(t) - e~Iot . dt

—00

Y(jo) =X(jo) - G(jo)

YO =F{Y(o)} = -+ [ Y(jo -l - do
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Beispiel:

Fiir die im Bild 9.37 gezeichnete RC-Schaltung
soll im Zeitpunkt t = 0 ein Dirac-Impuls ange-
legt werden. Die Impulsantwort soll berechnet
werden.

Losung:
x(t) = 8(t)
X(jo) =F[3(t)| = 1
Y(o) =X(jo) - G(jo)

b
. . j 1
mit G(jo) = o€ _ -
. I _ g [1+ieRC
joC
Y(o)-— 1= !

1+ joRC RC. [L 4 j(‘))
RC

mit F‘l{ 1. }:G(t)~e_at
a+jo

1 1
t)= — - o(t)- e VRC  mijt a=—
y(©) RC (t) RC

y(t) = 1-cs(t)-e—t/T mit © =RC
T

1,
\

| R

xif |- y(t)

(siche Korrespondenzen S. 164)

(siche Korrespondenzen S. 164)

Bild 9.38
Impulsantwort einer RC-Schaltung

Die Impulsfunktion und die Impulsantwort, die so genannte Gewichtsfiinktion y(t) = g(t), spielen in
der Signal- und Systemtheorie der Nachrichtentechnik eine grofle Rolle.
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Ubungsaufgaben zu den Abschnitten 9.1 bis 9.5

9.1 Fiir die gezeichnete Sdgezahnfunktion
20 T T
u(t):—u~t fir ——<t<—
T 2 2

ist eine Fourieranalyse vorzunehmen.

At

ra—

/
2 2

1. Ermitteln Sie die Fourierkoeffizienten und die Fourierreihe in Summenform und in
ausfiihrlicher Form, wenn die Maximalspannung @ =314V betréigt.

2. Geben Sie das Amplituden- und Phasenspektrum an, und stellen Sie das Amplitudenspek-
trum bis zur 5. Oberwelle dar.

3. Berechnen Sie den Klirrfaktor k.

L Bild 9.39
Ubungsaufgabe 9.1

9.2 Auf einem Oszilloskop ist der gezeichnete Verlauf einer dreieckférmigen Spannung abge-
bildet.

Bild 9.40
Ubungsaufgabe 9.2

1. Entwickeln Sie fiir die periodische Spannung die beiden Fourierreihen in ausfiihrlicher
Form, indem Sie die Funktion einmal als gerade und einmal als ungerade Funktion auf-
fassen.

2. Kontrollieren Sie das Ergebnis, indem Sie eine Verschiebung lings der Abszisse vor-
nehmen.

9.3 Fiihren Sie von dem sinusférmigen Strom i(wt) = i-sinot eine Zweiweggleichrichtung und
anschlielend eine Fourieranalyse durch:

1. Stellen Sie die gleichgerichtete Sinusfunktion analytisch und zeichnerisch dar.

2. Berechnen Sie die Amplituden ik der zweiten, dritten und vierten Oberwelle des gleich-
gerichteten sinusformigen Stroms.
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9.4 Berechnen Sie die Amplituden 0 der zweiten und dritten Oberwelle der angeschnittenen

sinusformigen Spannung u(wt) mit der Amplitude G = V2 -220V und dem Anschnittwinkel

v =m/2.
uT E

I}ild 9.41
Ubungsaufgabe 9.4

9.5 Fiir die gezeichnete Rechteckimpulsfolge soll eine Fourieranalyse vorgenommen werden:

T W x e Bild 9.42
wt Ubungsaufgabe 9.5

Ermitteln Sie die reelle Fourierreihe in ausfiihrlicher Form.
Kontrollieren Sie die Reihe mit Hilfe des Sprungstellenverfahrens.
Geben Sie das Amplitudenspektrum Gy, und das Phasenspektrum ¢ an.

Eal o

Berechnen Sie schlieBlich das Amplitudenspektrum |¢, | und das Phasenspektrum
der komplexen Fourierreihe liber den Ansatz fiir ¢, .
Stellen Sie den Zusammenhang zur reellen Fourierreihe dar.

9.6 Fiir die gezeichnete dreieckformige Impulsspannung u(wt) ist die Fourierreihe zu ent-
wickeln.

e 9 % 2n  —=  Bild9.43
wt Ubungsaufgabe 9.6

1. Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten und geben Sie die Fourierreihe in Summenform
und in ausfiihrlicher Form bis zur zweiten Oberwelle an.

2. Bestitigen Sie das Ergebnis mit Hilfe des Sprungstellenverfahrens.

Aus dieser Reihe ist dann die Fourierreihe der Dreieckkurve mit a = w herzuleiten.

4. Berechnen Sie schlieBlich fiir die spezielle Dreieckkurve den Klirrfaktor k'. Hierfiir gilt:

had

$ 1=
C2n-1)* 96

n=I
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9.7

9.8

9.9

Fiir die skizzierte Rechteckimpulsfolge soll eine Fourieranalyse vorgenommen werden:

0<p<1
ul d

p2m 2n -y Bild 9.44
wt Ubungsaufgabe 9.7

1. Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten der reellen Fourierreihe.

2. Kontrollieren Sie die Ergebnisse, indem Sie die Fourierkoeffizienten ¢, der komplexen
Fourierreihe berechnen.

3. Ermitteln Sie anschlieBend die Amplitudenspektren der reellen und komplexen Fourier-

reihen.
4. Berechnen Sie fiir das Tastverhdltnis p = 0,2 das Amplitudenspektrum der reellen
Fourierreihe mit bezogenen Groflen fiir k=1, 2, 3, ..., 10 und stellen Sie es dar.

Anhand der Fourierreihe eines periodischen Stroms

i(ot) = iik -sin(ko + ¢y )

k=0

soll erldutert werden, dass der Effektivwert und der Klirrfaktor von den Anfangsphasenwin-
keln @, unabhingig sind. Zur Vereinfachung bestehe der nichtsinusférmige Strom nur aus
der ersten und dritten Harmonischen:

i(ot) = it - sinot +13 - sin(3ot + @;3) mit =313
1. Stellen Sie den Stromverlauf i(ot) fiir ¢;3 =0 und ;3 = 1 durch Uberlagerung der

Grundwelle und der Oberwelle grafisch dar.

2. Ermitteln Sie den Effektivwert des nichtsinusférmigen Stroms i(wt) in Bezug auf den

Effektivwert der Grundwelle.
3. Berechnen Sie die Klirrfaktoren k und k'.

1. Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Zeitfunktion

e mita>0 flirt>0
f(t) =
0 firt<o0 14
und stellen Sie F(jo) durch eine Ortskurve it o
dar. .
2. Geben Sie die Fouriertransformierte
in Real- und Imaginérteil und
in Betrag und Phase 0 1/a t —
an.
3. Stellen Sie das Amplitudenspektrum und Bild 9.45

das Phasenspektrum dar. Ubungsaufgabe 9.9
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Weisen Sie nach, dass die Fouriertransformierte der Signum-Funktion

{—1 fiirt <0
sgnt=

9.10. 1.

1 firt>0

2. .
F{sgnt} =-— ist, und stellen Sie X(w) dar.

jo
Fassen Sie die Sprungfunktion o(t) als eine verschobene Signumfunktion auf und ermit-

2.
teln Sie mit der Fouriertransformierten der Signumfunktion die Fouriertransformierte

der Sprungfunktion.

f(t I ===
il sgn

™ Bild 9.46
Ubungsaufgabe 9.10

9.11 Fiir die im Bild 9.47 gezeichnete Schaltung ist die Impulsantwort zu berechnen.

Rc C
Bild 9.47
. 2 Ubungsaufgabe 9.11

(=]

9.12 1. Fiir die im Bild 9.48 gezeichnete Schaltung ist die Ubertragungsfunktion G(jm) zu be-

rechnen.
Konstruieren Sie anschlieBend die Ortskurve des Frequenzgangs G(jo) mit

R,= 5kQ C,=2nF
R, = 10kQ C, = InF

Bild 9.48
2 Ubungsaufgabe 9.12
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