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II Vektorrechnung

1 Grundbegriffe

1.1 Vektoren und Skalare

Vektoren sind gerichtete GroBen, die durch a Q, .
eine Mafizahl und eine Richtung vollstindig a="FraQ
beschrieben und in symbolischer Form durch
einen Pfeil dargestellt werden (Bild a)). Die
Linge des Pfeils heiBt Betrag |@| = a des d@l=a
Vektors @, die Pfeilspitze legt die Richtung

(Orientierung) des Vektors fest.

a) P b)

Ein Vektor & ldsst sich auch eindeutig durch einen Anfangs- und Endpunkt festlegen:
—

d = PQ (Bildb)). Bei einer physikalisch-technischen VektorgroBe gehort zur vollstin-

digen Beschreibung noch die Angabe der Mafeinheit.

Skalare dagegen sind GroBen ohne Richtungseigenschaft. Sie sind durch Angabe einer
Maf3zahl (bzw. einer Mallzahl und einer Maf3einheit) eindeutig beschrieben.

In den Anwendungen unterscheidet man:
1. Freie Vektoren: Sie diirfen parallel zu sich selbst verschoben werden.
2. Linienfliichtige Vektoren: Sie sind liangs ihrer Wirkungslinie verschiebbar.

3. Gebundene Vektoren: Sie werden von einem festen Punkt aus abgetragen.

1.2 Spezielle Vektoren

Nullvektor 0: Vektor der Linge O (seine Richtung ist unbestimmt)
Einheitsvektor €: Vektor der Linge 1
Ortsvektor ¥(P) = OP: Vom Nullpunkt O zum Punkt P gerichteter Vektor
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1.3 Gleichheit von Vektoren

Zwei Vektoren heilen gleich, wenn sie sich durch Parallelverschiebung zur Deckung brin-
gen lassen. Sie stimmen in Betrag und Richtung und somit auch in ihren Komponenten
tiberein (siehe I1.2.1).

a=b & a.=by, ay=by, a, = b,

ay, ay, a;: Skalare Komponenten von &
by, by, b;: Skalare Komponenten von b

1.4 Kollineare, parallele und antiparallele Vektoren, inverser Vektor

Kollineare Vektoren lassen sich stets durch Parallelverschiebung in eine gemeinsame Linie
bringen (Bild a)).
Parallele Vektoren haben gleiche Richtung (Bild b)). Symbolische Schreibweise: a T 1 b.

Antiparallele Vektoren haben entgegengesetzte Richtung (Bild c)). Symbolische Schreibwei-
se: d 1] b

- iy ° 7 7
YaT / / 94
/\/ b

b) V)

d)

Parallele bzw. anti-parallele Vektoren sind demnach kollinear.

Zu jedem Vektor & gibt es einen inversen oder Gegenvektor —da (Bild d)). Er entsteht
aus dem Vektor @ durch Richtungsumkehr. Die Vektoren @ und —d sind somit gleich-
lang, ihre Komponenten unterscheiden sich lediglich im Vorzeichen.
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2 Komponentendarstellung eines Vektors

2.1 Komponentendarstellung in einem kartesischen Koordinatensystem

Die Einheitsvektoren &, €, und &, auch Basisvektoren genannt, stehen paarweise senk-
recht aufeinander und bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (rechtshindiges Sys-
tem), d. h. sie haben dieselbe Orientierung wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten
Hand (Bild a)). Statt €, é,, €; verwendet man auch die Symbole €}, &, &; oder L j k.

z|

i a,
_ P
e; | et
a
é:( gy y N \\ a.V y
/. N
a AN
x a) * b)

X

In diesem System besitzt ein Vektor @ die folgende Komponentendarstellung (Bild b))l):

ay
d=d.+d +ad, =aé +aé +ace =|a
a

dy, dy, d,: Vektorkomponenten von @
ay, ay, a;: Vektorkoordinaten oder skalare Vektorkomponenten von &

Ax
ay | : Schreibweise in Form eines sog. Spaltenvektors
a

Schreibweise als Zeilenvektor: @ = (a, ay a;)

2.2 Komponentendarstellung spezieller Vektoren

. . . . X2 — X1
Vektor P\Py: PPy = (x2 —x1)é& + (2 —y1)é + (2 —z)é& = [ 2 — »
2 — 2
X
— - - — —
Ortsvektor von P: 7(P) = OP = xé;, + yé, + zé, = |y
Z

1) Bei ebenen Vektoren verschwindet die dritte Komponente.



2 Komponentendarstellung eines Vektors 49

0
Nullvektor: 0 = 0&, +08&, + 0&, = | 0
0
1 0
Basisvektoren: €, =1é 4+ 0&, +0e, = | 0 |; analog: & =[|1],¢e& =10
0 1
2.3 Betrag und Richtungswinkel eines Vektors
Betrag (Lénge) eines Vektors
|d| =a= /a2 +al+al=Vd ad (la| > 0)
Richtungswinkel eines Vektors (Richtungskosinus)
Fir die Richtungswinkel a, f und y, die z
der Vektor @ # 0 mit den drei Koordinaten-
achsen (Basisvektoren) bildet, gelten folgen- R
de Beziehungen: a
ay ay a B -
COSa=—-, COSf=—-, COSYy =—
|d| || |d| . y

cos?a + cos? B + cos?y =1

Hinweis: Fiir den Nullvektor O lassen sich keine Richtungswinkel angeben.

Umgekehrt lassen sich die Vektorkoordinaten aus dem Betrag und den drei Richtungswin-
keln (Richtungskosinus) des Vektors berechnen:

ay = |d@| -cosa, ay, =|d|l-cosf, a, = |dl|-cosy

| | Beispiel

Wir berechnen den Betrag und die drei Richtungswinkel des Vektors @ = 4¢é, — 2¢é, + 5é;:

4
@l = /42 + (=2)2 + 52 = 45 = 6,71, cosa = — = 05963 = a = 534°
ld| =/ (-2 7
cos ff = 2 02981 = f = 107,3° cosy = 5 = 0,7454 = = 41,8°
P =T , = 107,3°, V=T =" y =41,

Kontrolle: cos®a + cos?B + cos?y = 0,5963% + (—0,2981)2 + 0,74542 = 1

—
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3 Vektoroperationen

3.1 Addition und Subtraktion von Vektoren

Geometrische Darstellung

Addition und Subtraktion zweier Vektoren er-
folgen nach der Parallelogrammregel.

=dad+

Summenvektor §
Differenzvektor d = @ —

Sy Sy

0}

Differenzvektor: Zu @ wird der inverse Vektor
von b addiert: d =@ — b =a + (—b).

Die Addition mehrerer Vektoren erfolgt nach
der Polygonregel (Vektorpolygon).

=

S=d +d +ady+ ... +a,

Hinweis: Das Vektorpolygon liegt i. Allg.
nicht in einer Ebene.

Komponentendarstellung

Addition und Subtraktion zweier Vektoren erfolgen komponentenweise :

Ay bx Ay + bx
atb=\a | £|b | =1a £b
a, b, a, + b,
Rechenregeln
Kommutativgesetz ia+b=>b+a

Assoziativgesetz i+ (b+¢) = (@+5) +¢
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3.2 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Geometrische Darstellung

Ad: Vektor mit der Liange |A| - |d&| und

der Richtung oder Gegenrichtung des Fs

Vektors a:
A>0: Ad 1 d

fir A<0: A@ 1] a 2&l=lalla]
A=0: Ad=0

(Skizze: A > 0)

Komponentendarstellung

Die Multiplikation eines Vektors mit einem reellen Skalar erfolgt komponentenweise:

a, Aa,
Ad=Aa | = | Aag (A € R)
a, Aa,
Rechenregeln
Assoziativgesetz AMud) = u(dd) = (Au)a
Distributivgesetze /'L(Ei +b ) =ld+ Ab A € R
A+wuad =21d+uda
Normierung eines Vektors B
. a
Fiir den in Richtung des Vektors a@ # 0 wei-
senden Einheitsvektor e, gilt:
_ ar/|d|
- a - -
€ === |a/|ld |, |e|l=1 lal = a
a| B
a/|d|

(Skizze: |d@| > 1)
3.3 Skalarprodukt (inneres Produkt)
Definition eines Skalarproduktes

Das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren @
und b ist der wie folgt definierte Skalar:

oy

—

é’-l;:|é'|-’b}~cosq0

m”

@: Winkel zwischen den beiden Vektoren mit
0° < ¢ < 180°
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Skalarprodukt in der Komponentendarstellung

. a, b,
a-b=\a |- -|b | =ab+aby +ab,
a b,

Regel: Komponentenweise multiplizieren, die Produkte aufaddieren.

Sonderfille
N ) 2 2 _ =22
() d-d=a;+a;+a;=|d|
Lo al - |7 atnb
2 a-b= { ,, fur R
—la| - |b| allb
(3) Die Einheitsvektoren é, &, €, bilden eine orthonormierte Basis?:
Ex‘gx:Ey'Ey:gz'Ezzla ax'g)':av'gz:Ez'Ex:O
Rechenregeln
Kommutativgesetz a-b="b-a

Distributivgesetz a- (l; +¢ =a-b+a-¢
Assoziativgesetz i@ -b)=@a)-b=a-(Ab) (1 eR)

Schnittwinkel zweier Vektoren

Den Schnittwinkel ¢ zweier vom Nullvektor verschiedener Vektoren @ und b berechnet
man aus der folgenden Gleichung (0° < ¢ < 180°):

a-b acb, + ayb, + a,b,
|5||b| \/a§+a§+a§.\/b)26+b§+bg

cosQp =

cosp =0 = rechter Winkel
cosp >0 = spitzer Winkel (strumpfer Winkel bei cos ¢ < 0)

u Beispiel

1 5
Wir bestimmen den Schnittwinkel ¢ der Vektoren a = ( 2) und b = (l ):

@] = 12 +22+ (=3)2 = VId,  [B] = /524 (-2 + (=5)2 = V5I

. ! 3 i b 18
i b= 2| [-1])|=5-2415=18, cosgp = _ = — 06736 =
3]\ s @ - 16| VId- 51

@ = arccos 0,6736 = 47,7° =

2) Orthonormierte Vektoren sind Einheitsvektoren, die paarweise aufeinander senkrecht stehen.
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Orthogonalitiit zweier Vektoren

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und b stehen genau dann senkrecht auf-
einander, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet:

a-b=0 = alb (orthogonale Vektoren)

Projektion eines Vektors auf einen zweiten Vektor

Durch Projektion des Vektors b auf den Vektor @ =+ 0 entsteht der folgende Vektor

(Komponente von b in Richtung von @):

iR b
- a- b\ S o

a = 10 | 4 = ( ea) €q :
|d|

4 !

¢, Einheitsvektor in Richtung von d mit b a

. a
€a = 757
||

3.4 Vektorprodukt (duBeres Produkt, Kreuzprodukt)

Definition eines Vektorproduktes

Das Vektorprodukt ¢ = d X b zweier Vektoren @ und b ist der eindeutig bestimmte
Vektor ¢ mit den folgenden Eigenschaften:

(1) |¢| = |a|-|b]-sing VZ=3xb
2 ¢Lla ud ¢Lb

—

G da=¢-b=0) s

3) a b, ¢: Rechtssystem ,
X7\

D}

@: Winkel zwischen den Vektoren @ und b mit 0° < @ < 180°

Geometrische Deutung: Der Betrag des Vektorproduktes ¢ = @ x b ist gleich dem Fld-
cheninhalt des von den Vektoren 4 und b aufgespannten Parallelogramms:

AParallelogramm = |C_"| = ‘Ei X I;| = |5| . |l;| . Sil’l(p (OO <@ < 1800)

Das Vektorprodukt ¢ = a x b steht senkrecht auf der Parallelogrammfliche.
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Vektorprodukt in der Komponentendarstellung

ay by ayb, — a; b,
axb=\|a | x| b | =|ab— ab,
a, b, acby, — a, by
Anmerkung
Durch zyklisches Vertauschen der Indizes erhdlt man * "\
aus der ersten Komponente die zweite und aus dieser
schlieBlich die dritte Komponente. y <

N A

| | Beispiel

1
Wir berechnen mit Hilfe des Vektorproduktes den Flicheninhalt A des von den Vektoren 4 = (4) und
0

b

-2
( 5) aufgespannten Parallelogramms:

3
4.3-0-5 12-0 12

—(o-(2)1-3>—(03>—<3> =
1-5-4-(=2) 5+8 13

A=laxb|=/122 4 (=3)2 + 132 = 17,94

QU
X
Sy
Il
I/
ST
\_/
X
/\‘
W N
\_/

Vektorprodukt in der Determinantenschreibweise

e & e
axb=|a a a
by b, b

Die dreireihige Determinante lésst sich formal nach der Regel von Sarrus berechnen (siehe
VIL.2.2).

Sonderfille

(1)  Fiir kollineare Vektoren ist @ x b = 0 und umgekehrt (entartetes Parallelogramm).
2 @axa=0
(3) Fiir die Einheitsvektoren &, &), e, gilt (sie bilden
in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem):
& xé =& xé =& xé =0

—

G x 8 =8, &xé =08, &x& =6
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Rechenregeln
Antikommutativgesetz axb= — (l; X Ez’) -
Distributivgesetze a x (l; + 5) —axb+axc

(@+b)xé=axé+bxé -
Assoziativgesetz IMaxb)=0a)xb=ax(b) (AeR)

Kollineare Vektoren

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und b sind genau dann kollinear, wenn
ihr Vektorprodukt verschwindet:

ixb=0 & a ™ b oder a T1 b (kollineare Vektoren)

3.5 Spatprodukt (gemischtes Produkt)

Definition eines Spatproduktes

Das Spatprodukt [d’ be ] dreier Vektoren &,
b und ¢ ist das_ skalare Produkt aus den
Vektoren @ und b x C :

Dy

[abe]=a- (bx¢)

b

Das Spatprodukt [c_i be ] ist positiv, wenn die Vektoren @ b und ¢ in dieser Reihen-
folge ein Rechtssystem bilden, sonst negativ.

Geometrische Deutung: Der Betrag des Spatproduktes [&’ be } ist das Volumen des von
den Vektoren d, b und ¢ aufgespannten Spats (auch Parallelepiped genannt):

Vspu = |[ab¢]|

Spatprodukt in der Komponentendarstellung

[

ST

Z;E’] = ay(byc, — b.cy) + ay(b.cx — bycy) + a;(becy — bycy)

Spatprodukt in der Determinantenschreibweise

ay a, a;

(@abé] = |b, b, b,
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Rechenregeln

(1) @ b und & diirfen zyklisch vertauscht werden: [Zil;é’] = [I;E'Zi] = [E'd'l;]

(2) Vertauschen zweier Vektoren bewirkt einen Vorzeichenwechsel des Spatproduktes:

z.B. [ab¢] =—[acb] (die Vektoren b und & wurden vertauscht)

Komplanare Vektoren

Drei Vektoren sind genau dann komplanar, wenn ihr Spatprodukt verschwindet:

[ﬁ bé ] =0 & d, I;, ¢ sind komplanar (d. h. sie liegen in einer Ebene)

Beispiel
1 . 4 -2
Das Spatprodukt der Vektoren a = | =2 |, b= |1 und ¢ = [ -5 verschwindet:
4 2 6
1 -2 4
@bl =| 4 1 2| =6+8—-80+8+10+48=0 = & b, ¢ sind komplanar
-2 -5 6

3.6 Formeln fiir Mehrfachprodukte

(1)  Entwicklungssdtze :

iax(bxe)=@-&)b—(a-b)c
(@xb)xc=@-c)b—(b-¢)a
@ (@xb) (@Exd)=@-¢)b-d)—(@-d)(b-¢c)

Spezialfall ¢ = d, d=
@xb) (@xb)=@-ab-5) - (@)’

4 Anwendungen

4.1 Arbeit einer konstanten Kraft

Eine konstante Kraft F verrichtet beim Verschieben eines Massenpunktes m um den

Vektor § die folgende Arbeit (Skalarprodukt aus Kraft- und Verschiebungsvektor):

S = 1l o F
W=F.5=I|Fl.|5 cosq = Fys |
|
|
F,:  Kraftkomponente in Wegrichtung - |
- . m/ g\ Fs !

s = |§]: Verschiebung .
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4.2 Vektorielle Darstellung einer Geraden

4.2.1 Punkt-Richtungs-Form

In der Parameterdarstellung —

Gegeben: Ein Punkt P; auf der Geraden g
mit dem Ortsvektor 7, und ein
Richtungsvektor @ der Geraden

A: Parameter; A € R; ad # 0

| | Beispiel

Die Vektorgleichung der durch den Punkt Py = (1; —2; 5) verlaufenden Geraden mit dem Richtungsvektor

2
d=|—4| lautet:
2
1 2 1+224
FA)=rn+id=|-2|+A|-4 ]| =|-2-42 (A e R)
5 2 5424

In der Determinantenschreibweise

& & @
ay ay a, =0
X=X Y=—»N 22—

€, €, € Einheitsvektoren (Basisvektoren)

ay, ay, a;: Skalare Vektorkomponenten des Richtungsvektors @
X1, y1, z1: Koordinaten des festen Punktes P; der Geraden

X, y, 2 Koordinaten des laufenden Punktes P der Geraden

4.2.2 Zwei-Punkte-Form

Gegeben: Zwei verschiedene Punkte P; und
P, auf der Geraden g mit den
Ortsvektoren 7 und 7»

?(/1) = 71 +AP1P2 = 71 -l—l(?z — 71)

A: Parameter; A € R

r, — ri:  Richtungsvektor der Geraden
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] Beispiel
Die Vektorgleichung der Geraden durch die beiden Punkte P; = (—1; 5; 0) und P, = (1; —3; 2) lautet:

-1 1+1 —1+21
F(/l)—?1+/1(?2—F1)—< 5)”(—3—5) —( 5—8/1) (A € R)
0 2-0 2

[ |
4.2.3 Abstand eines Punktes von einer Geraden
Gegeben: Eine Gerade g mit der Gleichung
F(A) = 7| + Ad und ein Punkt Q
mit dem Ortsvektor 7}
ax (rp —r
4= 1ax (o= 1)
|d|
a: Richtungsvektor der Geraden
d=0 = Q liegt auf der Geraden.
| Beispiel
Wir berechnen den Abstand d des Punktes Q = (1; 5; 3) von der Geraden mit der Vektorgleichung
1 2
FA)=rR+Aia=|1])+a|-3]:
4 5
2 1-1 2 0 3-20 —17
dx{Fo—-f)=|-3]x|5-1|=[-3]|x 4)={04+ 2| = 2
5 3—-4 5 —1 8§— 0 8
|@ x (7p — 71)| = /(=17)2 +22 + 82 = /357,  |d| = /22 + (=3)2 +52 =38
de |a x (rg—rl)\ _ V357 — 3,065
|d| V38 -

4.2.4 Abstand zweier paralleler Geraden

Gegeben: Zwei parallele Geraden g; und
g» mit den Gleichungen

F(ll) =7 + A d; und
Fll) =R+ Ahd

a1 0 g1

Die Geraden g; und g, mit den Richtungsvektoren a4; und &, sind genau dann
parallel, wenn die beiden Richtungsvektoren kollinear sind, d. h. d@; x @, = 0 ist. In der
Abstandsformel darf der Vektor a; durch den Vektor a, ersetzt werden.

d =0 = Die Geraden g, und g, fallen zusammen.
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Beispiel

Py = (1; 0; 5) ist ein Punkt der Geraden g;, P, = (0; 2; 1) ein solcher der Geraden g,. Der gemein-

2
same Richtungsvektor ist @ = @, = (1) . Wir bestimmen den Abstand d dieser parallelen Geraden:
1

2 0—1 2 —1 —4 -2 -6
ﬁlX(?z?‘l)(l)X(ZO)(l)X ( 2><1+8)< 7)
1 1-5 1 —4 4+ 1 5

@ x (B — 7)) = /(=6)2 + 72 + 52 = VTI0,  |&| =22+ 12+ 12 =6

d = ‘ﬁ] X (7‘27?})‘ _ V110 — 4282
|ai] V6 "

4.2.5 Abstand zweier windschiefer Geraden

Gegeben: Zwei windschiefe Geraden g; und

g» mit den Gleichungen . go
7‘(].1):7‘1-5-1151 und |
F() =rH+ia

Die Geraden g; und g, sind genau dann
windschief (d.h. nicht parallel und kommen

nicht zum Schnitt), wenn die Bedingungen
d] X(fz?ﬁo und [6162(72—?1)]7&0 er- 0
fiillt sind.

Beispiel

5 1 2 3
F(/’{l) =rn+Ahd = (2) + A (l) und 7(12) =rH+lhd = (—l) + Ay (2) sind die Glei-
1 3 0 1

chungen zweier windschiefer Geraden g, und g, deren Abstand d wir berechnen wollen:

1 1 3 1
3 2 1 [=] 3 2 1=
2-5 (-1-2) (0-1) -3

—_
(98]

[@a (5 — 1) =

=-2-3-27T4+18+3+3=-8

1 3 1-6 -5
ﬁlxﬁz<l>x<2><9l)< 8), |@ x| = +/(=5)2 + 82+ (—=1)2 = V90
3 1 2-3 -1

g a@a@-—mll | =8| _ e4s
la x @ V90 7 ]
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4.2.6 Schnittpunkt und Schnittwinkel zweier Geraden

Unter dem Schnittwinkel ¢ zweier Geraden
versteht man den Winkel zwischen den zuge-
horigen Richtungsvektoren (auch dann, wenn
sich die Geraden nicht schneiden).

Gegeben: Zwei Geraden g; und g, mit
den Richtungsvektoren a; und @,

(@ran)
@ = arcCoS | 55—
1] - |a2|

Die Geraden g: ¥ = F| + A1d, und gy: ¥ = r» + A, @ schneiden sich genau dann in
einem Punkt, wenn die Bedingungen

ayxa #0 und [@a (R —7) =0

erfiillt sind. Thren Schnittpunkt S erhélt man durch Gleichsetzen der beiden Ortsvektoren:

n+hld =n+ha

Diese Vektorgleichung fiihrt (komponentenweise geschrieben) zu einem linearen Gleichungs-
system mit drei Gleichungen und den beiden Unbekannten A; und 4,. Die (eindeutige)
Losung liefert die zum Schnittpunkt S gehorigen Parameterwerte. Den Ortsvektor 7 des
gesuchten Schnittpunktes S erhilt man dann durch Einsetzen des Parameterwertes A; in die
Gleichung der Geraden g; (alternativ: A, in die Gleichung der Geraden g, einsetzen).

| | Beispiel
3 2
Die beiden Geraden g; und g, mit den Richtungsvektoren @, = 1 und a, = | 5 | schneiden
sich unter dem folgenden Winkel: -2 3
di - a 3:-241-5 -2)-3
@ = arccos (%) = arccos * +(=2) = arccos 0,2168 = 77,5°
la| - |a| \/32+12+(_2)2,\/22+52+32 .

4.3 Vektorielle Darstellung einer Ebene

4.3.1 Punkt-Richtungs-Form

In der Parameterdarstellung

Gegeben: Ein Punkt P; der Ebene E mit
dem Ortsvektor 7; und zwei
nichtkollineare Richtungsvektoren

@ # 0 und b # 0 der Ebene

F(A; w) =7 + Ad + ub

~

, 4 Parameter; A, 4 € R
x b: Normalenvektor der Ebene 0

Qy
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| Beispiel 3
Eine Ebene E enthalte den Punkt P, = (1; 3; 5) und besitze die beiden Richtungsvektoren @ = (1)
3

1
und b = (2) . Thre Vektorgleichung lautet dann:
4

(1 8 1 1484+ u
Fhiu)=r +ra+ub={3)+al1 ] +ul-2]=(3+ 21-2u (A, 4 € R)
5 3 4 5+34+4u

In der Determinantenschreibweise

ay ay a;
bX by bZ = 0

X — X Yy =MV Z—2

ax, ay, d;:
by, bya b.:
X1, V1, 21° Koordinaten des festen Punktes P; der Ebene

X, y, z: Koordinaten des laufenden Punktes P der Ebene

Skalare Vektorkomponenten der Richtungsvektoren @ und b

4.3.2 Drei-Punkte-Form

In der Parameterdarstellung

Gegeben: Drei verschiedene Punkte P, P,
und P3; der Ebene E mit den
Ortsvektoren 7, ©» und 7;

F(A w) = 7 + AP Py + uP Py =
AR - T) (s -1

A, u: Parameter; A, u € R

Die Ebene ist eindeutig bestimmt, wenn die drei

Punkte nicht in einer Geraden liegen. Dies ist 0
derFall, wenn (7 — 7}) x (5 — 7)) # 0 ist.

Die Vektoren © — r; und r3 — r; sind

Richtungsvektoren, ihr Vektorprodukt somit

ein Normalenvektor der Ebene.

| Beispiel

Die Gleichung der Ebene durch die drei Punkte Py = (1; 1; 2), P, = (0; 4; —5) und P3 = (—3; 4; 9)
lautet wie folgt:

1 0-1 -3-1
?</1;#)?1+/1(?271)+/4(F3?1)<1>+i<41)+u<41>
2 -5-2 9-2
1 -1 —4 1— 2 —4u
=)+ 3| +u| 3)=(1+34+3u (A, u € R)
2 -7 7 2-74+7u
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In der Determinantenschreibweise

1 x y z

I x1 y1 z _ 0
I x» » 2

I x3 y3 z3

Xi, Vi, zi: Koordinaten des festen Punktes P; der Ebene (i = 1, 2, 3)
X, y, z: Koordinaten des laufenden Punktes der Ebene

4.3.3 Ebene senkrecht zu einem Vektor

Gegeben: Ein Punkt P; der Ebene E mit
dem Ortsvektor 7, und ein Nor-
malenvektor n der Ebene (steht
senkrecht auf der Ebene)

-

n-(F—r)=0 oder n-F=n-n

Koordinatendarstellung der Ebene:

ax+by+cz+d=20

| Beispiel

2
Die Gleichung einer Ebene durch den Punkt P; = (10; —3; 2) und senkrecht zum Vektor # = | 1
(Normalenvektor) lautet wie folgt: 5

2 x —10
n-(F—r)= <l>-<y+ 3)—2(x—10)+l(y+3)+5(z—2)—0 =
z— 2

2x+y+5z=27

]
4.3.4 Abstand eines Punktes von einer Ebene
Gegeben: Eine Ebene E mit der Gleichung Q
n-(F—r)=0 und ein Punkt =
Q mit dem Ortsvektor 7y Y
g 1 (g =) d
7 n /
|| n y
, PR_/ A E
Q': FuBpunkt des Lotes von Q auf die 7 Q'

Ebene E
d =0 = Q liegtin der Ebene.
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| Beispiel

3

-1
Eine Ebene verlduft durch den Punkt P, = (3; 1; 8) und steht senkrecht zum Vektor @ = ( 5) . Wir

berechnen den Abstand d des Punktes Q = (1; 2; 0) von dieser Ebene:

e (3 () - (4)

il =12 +52 132 =35, a=T

>_2+524_ —17

| = 17]

4.3.5 Abstand einer Geraden von einer Ebene

Gegeben: Eine Ebene E mit der Gleichung
i (F—7) =0 und eine zu die-
ser Ebene parallele Gerade g mit
der Gleichung 7¥(A) =71 + 1d

|7 - (ry — 7o)

d= q
|7

Eine Gerade mit dem Richtungsvektor &

verlduft genau dann parallel zu einer Ebene
mit dem Normalenvektor 7, wenn das Ska-
larprodukt @ - 7 verschwindet. Die Gerade
g* liegt in der Ebene E und verliduft paral-

lel zur Geraden g.

d =0 = Gerade g liegtin der Ebene E.

| Beispiel

= = 2,874

V35

| _— Parallele

| B) o~ [
| A

1t /0 E

0

Die Ebene E verlaufe durch den Punkt Py = (1; 3; 2) und senkrecht zum Vektor 7@ = (—1) , die

2
Gerade g gehe durch den Punkt P; = (0; 7; —3) und besitze den Richtungsvektor @ = (— l) . Wegen

2 2
a-a=|-1|-|-1]=4+1-5=0
—1 5

-1

gilt g || E. Wir berechnen den Abstand d zwischen Gerade und Ebene:

oo () (590D

|7 -

)_ —2-4-25=-31

| - 31

|7] = /22 4+ (-1)2 +52 =30, d=

= = 5,660

V30
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4.3.6 Abstand zweier paralleler Ebenen

Gegeben: Zwei parallele Ebenen E; und

E> mit den Gleichungen ez TQ
oo oy P> |
i - (F—7) =0 und [ | E,
- (F—1r)=0 d
P L G Wt IO L B G Wl )] iy -
|71 | |72 | /Py
s Ei
Q : Beliebiger Punkt der Ebene E,
Q': FuBpunkt des Lotes von Q auf die

zweite Ebene E|

Zwei Ebenen sind genau dann parallel, wenn ihre Normalenvektoren 7} und 7, kollinear
sind, d. h. 7#; x i, = 0 ist.

d =

0 = Die beiden Ebenen fallen zusammen.

Beispiel
Gegeben sind zwei Ebenen E; und E, mit den folgenden Eigenschaften:

2
Ebene E;: Py = (3; 1; —2), Normalenvektor ni; = | —1
4

—4
Ebene E;: P, = (—4; 3; 0), Normalenvektor 7, = 2
-8

Die Ebenen sind parallel, da

— 27; und somit 7} X A, = 0 ist:

—4 2
i = 2| =—2| -1 ==2m = Aixid = x (=2@) = -2 x#) =0
N——
-8 4 M
0
~—~

iy

Wir berechnen den Abstand d der Ebenen:

2 3+4 2 7
f-F-rR)=|-1]-| 1-3 1| -2]|=14+2-8=38
4 —2-0 4 -2

| = (/22 + (—=1)2 + 42 = V21
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4.3.7 Schnittpunkt und Schnittwinkel einer Geraden mit einer Ebene
Gegeben: Eine Gerade g mit der Glei-

chung 7(A) =7 +Ad und eine

Ebene E mit der Gleichung

n-(F—ry) =0 9
. n
Ortsvektor des Schnittpunktes S: %
P G 5 773
rs =7 ——a s
s 1 = 7 B, s E

Schnittwinkel ¢:
(|7 a|
= arcsim | ————— .
v 7] - |a] 0 g

Eine Gerade mit dem Richtungsvektor @ und eine Ebene mit dem Normalenvektor
kommen genau dann zum Schnitt, wenn 7 - d # 0 ist.

] Beispiel

Gegeben sind eine Gerade g und eine Ebene E:

2 3 2 x —1
g: ?(l)—f]+lﬁ—<0> +l<—4>, E: ﬁ'-(?—fb)—(l)~(y—l>—0
5 -1 1 z—2

Wir berechnen den Schnittpunkt S sowie den Schnittwinkel .

2 1-2 2 -1
- {1=o)=(1]) [ 1)]=-2+1-3=—4
1 2-5 1 -3
2 3
cda=|1]-|—-4]=6-4—-1=1%#0 = Gerade und Ebene schneiden sich
77— ) 2 4 3 2 3 2 —12
B=rfit 2 —ra= |0+ 4] =0] -4l 4)={0)+ [ 16]=
nea 5 -1 5 -1 5 4
2-12 —-10
0+16 | = 16 = §=(-10; 16; 9)
5+ 4 9
Schnittwinkel ¢:

|ﬁ|:\/52‘:‘1‘2—4:1‘2:\/6y la| = 32 4 (—4)2 + (—1) :\/Qg

| ~ﬁ\> . ( 1 ) . o
— | = arcsin | —————— | = arcsin 0,0801 = 4,6
¥ V6 - /26

Schnittpunkt S:

Sy
—
Eh

I

i

-
Il

Sy

Sy

@ = arcsin (‘

Sy

Sy
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4.3.8 Schnittwinkel zweier Ebenen

Unter dem Schnittwinkel ¢ zweier Ebenen
versteht man den Winkel zwischen den zuge- Ez
horigen Normalenvektoren der beiden Ebenen.

Gegeben: Zwei Ebenen E; und E, mit i,
den Normalenvektoren 7, und #:
1 2 "@ .
I "2
ﬁ] ° ﬁz
@ = arccos <ﬁ) E,
71| - |72 |

Voraussetzung: ny X ny # 0

| Beispiel

Wir bestimmen den Schnittwinkel ¢ zweier Ebenen E; und E; mit den Normalenvektoren

3 2
no=1-2 und 7, = 1]:
3 -1
3 2
iy = (-2 1] =6-2-3=1
3 -1

] = /32 4+ (=2)2+32=V22, |ip|=4/22+12+(-1)2 =6

R

1
= arccos | ———— | = arccos | ———~ | = arccos 0,0870 = 85,0°
Y (In:\ : \m) <\/_22 . ¢a>

4.3.9 Schnittgerade zweier Ebenen

Gegeben: Zwei Ebenen E; und E, mit den Vektorgleichungen 7 - (F — 7;) = 0 und

iy (F— ) =0

Gleichung der Schnittgeraden g:
r(A) =rn + Ad (1 € R)
Richtungsvektor der Schnittgeraden: d = n) X n

Der Ortsvektor ry eines (noch unbekannten) Punktes Py = (xo; yo; z0) der Schnittge-
raden g wird aus dem linearen Gleichungssystem

M-l —7) =0, m-(fo— %) =0

bestimmt, wobei eine der drei Unbekannten xo, yo, zo frei wdhlbar ist (z.B. xyg = 0
setzen).

Voraussetzung: ny X ny # 0
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