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3 Testtheorie

Eine statistische Hypothese [hypothesis, statistical] ist eine Behauptung iiber Eigenschaften einer oder
mehrerer Zufallsvariablen, etwa iiber deren Parameter (— Parameterhypothesen, vgl. Abs. C3.2 und
Abs. C3.3) oder iiber deren Verteilung (— Verteilungshypothesen, vgl. Abs. C3.4). Mit H, wird die zu
priifende Hypothese (= Nullhypothese [null hypothesis]') bezeichnet, mit H; die Gegen- oder Alternativ-
hypothese [hypothesis, alternative]. Ein Verfahren zur Uberpriifung einer statistischen Hypothese auf der
Basis einer Zufallsstichprobe aus der unter der Nullhypothese stehenden Verteilung heif3t ein statistischer
Test.

3.1 Grundbegriffe der Testtheorie

Ankniipfend an die zur Priifung von Hj herangezogene Stichprobenfunktion W(X) unterscheidet man zwi-
schen

o verteilungsgebundenen Testverfahren [parametric test] (Die Verteilung von W(X') hingt von der Ver-
teilung in der Grundgesamtheit ab, auf die sich H, bezieht.),

o verteilungsfreien (syn.: parameterfreien) Testverfahren [parameter—free test]. (Die Verteilung von
W (X)) hiingt nicht von der Verteilung in der Grundgesamtheit ab, auf die sich H, bezieht.)

Ankniipfend an den Inhalt der Hypothesen unterscheidet man zwischen

o parametrischen Tests (syn.: Parametertests) [parameter test], wenn sich die Hypothese auf Vertei-
lungsparameter bezieht, und

e nichtparametrischen Tests [non—parameter test] sonst.

3.1.1 Ablauf eines Tests

Eine Nullhypothese H wird als statistisch widerlegt angesehen und abgelehnt (= verworfen), wenn der
Stichprobenbefund — ausgedriickt durch eine Stichprobenfunktion — in deutlichem (syn.: signifikantem)
Gegensatz zu ihr steht, d. h. unter H, nur eine sehr geringe Eintrittswahrscheinlichkeit « hat. Entsprechend
konzipierte Priifverfahren heiflen daher Signifikanztests [significance test].

Ein Signifikanztest umfasst folgende Schritte:

. Festlegung von Nullhypothese H, und Alternativhypothese H;;

. Festlegung des Stichprobenumfangs n und ggf. der Art der Stichprobenziehung;

. Wahl des Signifikanzniveaus [level of significance] «;

. Wahl einer Stichprobenfunktion G := W(X) als Priifgrofe (syn.: Testfunktion);

. Konstruktion eines Ablehnbereichs (syn.: kritischer Bereich) [critical region ] K, fiir die Priifgrofe G,

AN L AW N =

. Stichprobenziehung, Auswertung von ¥(.) mit dem realisierten Stichprobenvektor @ zu g = ¥ () und
Entscheidung:
e Lehne H auf dem Niveau o ab, wenn g € K.
e Lehne Hy nicht ab, wenn g & K.
Hinweis: Statt der Schritte 5 und 6 kann man dquivalent auch einen Schritt 5* durchfiihren: Berechne

das empirische Signifikanzniveau [level of significance, empirical] o* als Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass G unter H, den realisierten Wert g ,,in Richtung auf H; iiberschreitet”, d.h. man

'Der Zusatz ,,Null* mag damit erklirt werden, dass beim Signifikanztest (vgl. unten) diese Hypothese als Null und nichtig
erwiesen werden soll.
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berechnet das Niveau, bei dem der Test gerade noch ablehnen wiirde.?> H, wird dann auf dem
Niveau « verworfen, wenn o* < a.

Die obigen Schritte seien am Parametertest erldutert. Gegeben ist eine Verteilungsfunktion Fx (z|©), die
von einem Parameter © abhingt, der Werte aus einem Parameterraum () annehmen kann: © € €. Der
wahre Wert von O ist unbekannt.

1. Schritt
Hypothesenbildung®

Hy: ©€Qy; Hp: ©€Q =0\, wobeiweder Qp =@ noch Q= Q.

Es heiit H; (i = 0,1)

e einfach [hypothesis, simple], wenn [Q;| = 1, d. h. ©; einelementig ist,

e zusammengesetzt [hypothesis, composite], wenn |€2;] > 1. €2, ist dann i. A. ein Intervall oder Bereich.
Der Test heifit

e einseitig [fest, one—sided], wenn (), einseitig beschrinkt ist,

e zweiseitig [fest, two—sided], wenn )y nach oben und unten unbeschrénkt ist.

Beispiele: 1. Hy: p=2; Hy: u#2
= einfache Hypothese gegen eine zusammengesetzte Alternative mit einem zweiseiti-
gen Test,
2. Hy: P<0,1; Hy:P>0,1
— zusammengesetzte Hypothese gegen eine zusammengesetzte Alternative mit einem
einseitigen Test.

2. Schritt

Der Stichprobenumfang n und die Art der Stichprobenziehung beeinflussen die Varianz der Priifgrofie und
damit die Giite des Tests [power of a test] (vgl. Abs. C3.1.2): Je kleiner die Varianz von ¥(X), desto
trennschirfer ist der Test.

3. Schritt

Das Signifikanzniveau « ist die maximal tolerierte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass H, zu Unrecht abgelehnt
wird. Als Fehler erster Art [error of the first kind] bezeichnet man das Verwerfen von H,, wenn H,
zutrifft (= irrtiimliches Verwerfen). Je kleiner o gewiihlt wird (gebriuchliche Werte sind 0,1; 0,05; 0,01;
0,001), desto unwahrscheinlicher wird diese Fehlentscheidung. Da man H, bei kleinem a—Wert selten
ablehnt, steigt aber die Wahrscheinlichkeit, auch H; dann nicht abzulehnen, wenn H,, falsch ist. Als Fehler
zweiter Art [error of the second kind] bezeichnet man das Nichtverwerfen von H, (kurz: Annahme von
Hy), wenn Hj nicht zutrifft (= irrtiimliche Annahme). Wihrend beim Signifikanztest der Fehler erster
Art durch Vorgabe von « unter Kontrolle ist, kann der Fehler zweiter Art eine sehr hohe Wahrscheinlichkeit
haben, bis zu 1 — «, vgl. Abb. C3/1. Da Ablehnung von H, mit dem Ereignis G € K|, dquivalent ist, wird
ein Signifikanztest zum Niveau o im Falle Hy: © € € durch*

a = sup Pr(G € K,|0)
0eQy

2Diese Vorgehensweise wird in vielen Statistik—Software—Paketen realisiert, da die numerische Bestimmung von Wahrschein-
lichkeiten einer Priifverteilung i. d. R. einfacher ist als die ihrer Perzentile.

3Formal gesehen zerlegt man mit der Hypothesenbildung den Parameterraum in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen.
Sachlich-inhaltliche Aspekte der Hypothesenformulierung werden in Abs. C3.1.3 behandelt.

4Als Fehler dritter Art [error of the third kind] wird die Wahl eines falschen Modells oder einer falschen Methode bezeich-
net.
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definiert. Das Supremum aller Ablehnwahrscheinlichkeiten, wenn © in €2 liegt (also Hy zutrifft), muss
gleich dem Signifikanzniveau sein. Im Falle einer einfachen Nullhypothese Hy: © = O ergibt sich

a=Pr(G e K,|0).

Tab. C3/1: Entscheidungsalternativen und deren Wahrscheinlichkeiten® beim Signifikanztest

Wert der

Entscheidung Hy ist wahr. H ist falsch.
Entscheidung
Hy nicht verwerfen Pr(G & K.|Hy) >1—« Pr(G & K.|H:)
(Wert der Entscheidung) (richtige Entscheidung) (Fehler 2. Art)
Hy verwerfen Pr(G € K,|Hp) <« Pr(G € K,|H,)
(Wert der Entscheidung) (Fehler 1. Art) (richtige Entscheidung)

*) Die Wahrscheinlichkeiten in dieser Tabelle sind bedingte Wahrscheinlichkeiten.
Innerhalb einer Spalte erginzen sie sich zu Eins, nicht aber innerhalb einer Zeile.

Bemerkung:  Im Falle einer diskreten Priifgrole G lassen sich die obigen Bestimmungsgleichungen fiir
« nicht immer genau erfiillen. Zwei Auswege bieten sich an:

e Durchfiihrung eines randomisierten Tests [fest, randomized], vgl. Abs. C3.1.7;

o Gehen-auf-die-sichere-Seite, indem man nur

sup Pr(G € K,|9) <«
SIS

erfiillt, d. h. « nicht voll ausschopft.

4. Schritt

Die Wahl der Priifgrofe G = W(X) ist im Prinzip beliebig; i. d. R. wiihlt man G so, dass sie gute stochasti-
sche Eigenschaften hat. Zu beachten ist aber:

e Die Verteilung von G muss von den zu testenden Hypothesen Hj, und H; abhidngen.

e Die Verteilung von G unter Hy muss bekannt sein, denn nur dann ldsst sich feststellen, ob das gegebene
Signifikanzniveau « eingehalten wird.

5. Schritt

Der Ablehnbereich &, bzw. sein Komplement K ,, der Annahmebereich [acceptance region], wird unter
Beachtung der Verteilung von G unter H,, so festgelegt, dass

L. supgeq, Pr(G € K4|0O) = a (bzw. < «) bei zusammengesetzter Hy
Pr(G € K, |©) = a (bzw. < «) bei einfacher Hy,
2. Supgeq, Pr(G € K, | ©) minimal wird.
Forderung 2 erfiillt man, indem K, so gelegt wird, dass ein Wert g von G, der in K, fillt, stark gegen Hy
und damit fiir H; spricht.
6. Schritt

Die Nullhypothese H,, wird dann abgelehnt, wenn der Wert ¢ von G in den kritischen Bereich K, fillt.
Man sagt, die Beobachtung steht im signifikanten Widerspruch zu H, und fasst dies als Bestétigung der
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Gegenhypothese [, auf. Die Schlussfolgerung, dass dann H; zutreffend sei, ist eine statistische Entschei-
dung, die richtig oder falsch sein kann.®> Die Fehlentscheidung (fiir //;, wenn H, und nicht [, gilt) ist unter
Kontrolle, da die Irrtumswahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art) hochstens « betrégt.

Kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden, da g nicht in den kritischen Bereich K, fillt, so bedeutet
dies nicht die Bestiitigung von H, sondern nur, dass die Beobachtung nicht zur Verwerfung ausreicht
(Freispruch mangels Beweis). Man nimmt dann zwar H, an, da eine Entscheidung getroffen werden muss,
d. h. man arbeitet mit H,, weiter, bis man ggf. vom Gegenteil iiberzeugt wird. Die Entscheidung ,,Annahme
von H," ist aber nicht unter statistischer Kontrolle, da man fiir den Fehler 2. Art beim Signifikanztest keine
vorgegebene Hochstwahrscheinlichkeit (3 einhalten kann.

Bemerkung:  Das Konfidenzintervall zum Niveau 1 —« (vgl. Abs. C2.2.2) fiir den zu testenden Parameter
O ist die Menge jener hypothetischen Werte unter H, fiir die das Stichprobenergebnis zum
Niveau « nicht signifikant ist.

3.1.2 Beurteilung eines Tests

Zum Testen einer Nullhypothese bieten sich oft verschiedene Verfahren an. Die Auswahl eines Tests ver-
langt einen BeurteilungsmalBstab. Dieser ist die Giitefunktion [power function] (syn.: Machtfunktion) oder
die dazu (auf Eins) komplementire OC-Funktion [operating characteristic] (syn.: Operationscharakteris-
tik).

Definition: ~ Die Giitefunktion eines Tests fiir den Parameter O ist gegeben durch:

GF: Q — [0;1] mit GF(©) :=Pr(G € K,|0).

Die Giitefunktion ist also die Ablehnwahrscheinlichkeit des Tests in Abhingigkeit von ©, wobei
e ((F(O) eine Fehlentscheidungswahrscheinlichkeit (fiir den Fehler 1. Art) ist, wenn © € (,

e GF(O) die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Entscheidung ist, wenn © € .

Es ist @ = supgeq, GF(O).

Definition: ~ Die OC—Funktion eines Tests fiir den Parameter O ist gegeben durch:

OC: Q — [0:1] mit OC(0) :=Pr(G ¢ K, |O).

Die OC-Funktion ist also die Annahmewahrscheinlichkeit in Abhingigkeit von ©, wobei
e OC'(O) eine Fehlentscheidungswahrscheinlichkeit (fiir den Fehler 2. Art) ist, wenn © € (0,
e OC(O) die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Entscheidung ist, wenn © € €.
Esist 3 := supgcq, OC(O).
Definition: Ein Test mit dem Signifikanzniveau « heifit konservativ [fest, conservative 1,° wenn
sup GF(O) < .
e
Interpretation: ~ Der Test schopft die vorgegebene Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art nicht voll aus.
Definition: Ein Test mit dem Signifikanzniveau « heifit unverfilscht /test, unbiased] (syn.: unverzerrt),

wenn
GF(©)>a VO eQ,.

SMerke: Ein statistischer Test, der nur auf einer Teilinformation (Stichprobe) tiber eine Grundgesamtheit beruht, kann H
(bzw. H;) niemals im Sinne der Logik als wahr oder falsch nachweisen.
®Man spricht auch von einem ,,Gehen auf die sichere Seite* .
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Interpretation: ~ Bei einem unverfilschten Test wird die Nullhypothese, wenn sie nicht zutrifft (d.h.
© € ), mit einer mindestens so hohen Wahrscheinlichkeit verworfen wie im Falle

ihres Zutreffens.

Definition: Ein Test heifit konsistent [test, consistent], wenn

lim Pr(G, € K,|© € Q) = L.

n—oo

Interpretation: ~ Mit wachsendem Stichprobenumfang wird die Ablehnung einer unzutreffenden Nullhy-
pothese immer sicherer.

Definition:  Ein Test heifit gleichmiBig bester [rest, uniformly most powerful] (syn.: trennscharfer)
Test, wenn dessen Giitefunktion GF(©) iiber 2; mindestens so grof ist wie die Giitefunk-

tion é\F(@) eines beliebigen anderen Niveau—a—Tests:

GF(©) > GF(©) VO € Q.

Beispiel ,,Mittleres Abfiillgewicht*’

Es soll 1 kg Zucker in Tiiten abgefiillt werden. Das Abfiillgewicht X sei unstrittig normalverteilt,
X ~ No(u;0?), mit bekannter Standardabweichung o = 2 g. Der Erwartungswert .z des Abfiillgewichts ist
unbekannt, da sich die Abfiillvorrichtung in ihrer Einstellung im Zeitablauf verindert. Die Nullhypothese

lautet zunéchst:

Hy: pp= pp mit pp = 1000 g.

Die Alternativhypothese wird nach der jeweiligen Interessenlage anders ausfallen (vgl. Abb. C3/3).
a) Eine Verbraucherorganisation mochte nachweisen, dass im Mittel zu wenig abgefiillt wird, also lautet

hier
Hy: oy < po mit Hy:p > pob

b) Der Abfiiller mochte nachweisen, dass er im Mittel mehr als erforderlich abfiillt, also lautet hier

Hy: op> po mit Hy:p < ppb

c) Die Gewerbeaufsicht mochte nachweisen, dass im Mittel nicht korrekt abgefiillt wird, also lautet hier
Hy: oy # o mit Hy:po= pob

Wegen der giinstigen Eigenschaften von X, als Schitzer fiir 4 wird X, als Priifgrofe G genommen:
X, ~ No(p; 02 /n). Dann wird H, abgelehnt, wenn

a) im Falle der Verbraucherorganisation X, viel kleiner als 1,

b) im Falle des Abfiillers X, viel groBer als 11 und

c) im Falle der Gewerbeaufsicht | X,, — 10| groB ausfillt.

Der kritische Bereich K, bei gegebenem « folgt unter Hy aus No(po; 0%/n) als:

J— o a
a) X, < g —ui—q—= bzw. K = | —00; pig — u1—q —= |,
NG NG
¥ g ) 4
b) X, > po+u—q —= bzw. K = | o+ ui—q —=; 00 |,
vn N
"Beispiel in Anlehnung an BAMBERG/BAUR: Statistik; 12. Aufl., Oldenbourg, Miinchen/ Wien (2002), p. 173 ff.
8Da durch Hy und H,; der gesamte Parameterraum (hier: 2 = R) aufgeteilt wird, ist diese Form von Hj erforderlich.
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— o — o
¢) Xy < g — Ur—a)2 N oder X, > jig + U1-as2 N

o o
bzw. K = (—OO;/LU — Ul—a/2 ﬁ) U (ug + U2 ﬁ oo)

Wiirde man « nicht hilftig auf den oberen und unteren Teil des kritischen Bereichs aufteilen, wiirde der
Test eine gleich groffe Abweichung des unbekannten ;& von fi nach oben oder nach unten mit unter-
schiedlichen Wahrscheinlichkeiten entdecken, was sicherlich von der Gewerbeaufsicht nicht erwiinscht
ist.

Sei a = 0,01, so dass uggy ~ 2,33 und wugg95 ~ 2,58. In einer Stichprobe von n = 16 habe sich
Z16 = 998,5 g eingestellt.
a) Tig = 998,5 € K = (—00;998,835)
= Die Verbraucherorganisation kann Hy: ;£ > 1000 zugunsten von H;: p < 1000 verwerfen.
b) F16 = 998,5 ¢ Kb = (1001,165; c0)
= Der Abfiiller kann Hj: p < 1000 nicht zugunsten von H;: p > 1000 verwerfen.
¢) T1p = 998,50 € K& = (—00;998,71) U (1001, 29; c0)
= Die Gewerbeaufsicht kann Hy: ;1 = 1000 zugunsten von Hy: o # 1000 verwerfen.

Eine Testdurchfiihrung mit dem empirischen Signifikanzniveau o* liefert dquivalent:

a) a*=Pr(X 5 < T16| 1t = 1000; 05 = 0,5)
998,5 — 1000
0,5

= Ablehnung von Hy, da o™ ~ 0,00135 < a = 0,01 .

:Pr<U < ) = Pr(U < —3) ~ 0,00135

b) a*=Pr(X5 > Z15|p = 1000; 0 = 0,5)
998,5 — 1000
0.5

= Keine Ablehnung von Hj, da o* ~ 0,99865 > o = 0,01 .

:Pr<U > ) =Pr(U > —3) ~ 0,99865

¢) Sein:= X5 — - Unter Hy ist 7 ~ No(0;0,5%).

a*=Pr([n| > |16 — pol) = Pr(ln| > 1,5)

(n<-=15Vvn>15)

Pri
Pr(U < =3 vV U > 3) =2Pr(U < —3) ~ 0,0027

= Ablehnung von H,, da o* =~ 0,0027 < 0,01 .

Die Giitefunktion des Tests fiir die Verbraucherorganisation ergibt sich als

GFa(N) :PY(Y]G € KZ | M) = PI‘(Y]G < 998,835 | M)
998,835 — u)

0,5

998,835 — 41
=g 222 1),
< 0,5 >

:Pr<U <
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die des Abfiillers als
GF(u)=Pr(X 5 € K¥|p) = Pr(X6 > 1001,165 | 1)

:Pr(U 1001, 163 — ;1)

e 1001,165 —u
05

und die der Gewerbeaufsicht als
GFe(u)=Pr(X 5 € K| p)

=Pr(X 5 < 998,71 | p) + Pr(X 6 > 1001,29| ;1)

1- 1001,29 —
(< BT (s 10002 T
05 05
(00129 — ) /99871 — )
05 05

Abb. C3/1: Giite- und OC—Funktion eines zweiseitigen Tests

f(xXn)
A 0,9222
@
~
5
° 0,2810
3
«
n
S
o
B
=
° = a/2 My a/2 —5 e~ —
S B X
997.5 998.0 998.5 990.0 999.5 1000.0 1000.5 1001.0 1001.5 1002.0 1002.5 n
w* *k
F K

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 19~

997.5 998.0 998.5 999.0 999.5 1000.0 1000.5 1001.0 1001.5 1002.0 1002.5

w* *k
< L ad B
Q, 0, 0,

Die letzte Giitefunktion ist — zusammen mit der komplementéiren OC—Funktion — im unteren Teil der
Abb. C3/1 dargestellt. Diese Giitefunktion ist symmetrisch um z, = 1000. Sie nimmt mit wachsender
Abweichung |zt — 10| zu. Im oberen Teil der Abb. C3/1 sind drei Verteilungen fiir X,, = X ;5 angegeben.
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Unter der Verteilung mit ;1 = o = 1000 findet man jeweils o/2 = 0,005 im linken und rechten Teil von
K,. Fiir die Verteilung mit ;* = 998 ergibt sich
1001,29 — 998 998,71 — 998
- |+ ——
0,5 0,5
=1—®(6,58) + P(1,42) ~ 0,9222,
—_———

——
~0 ~ 09222

GF%%&:l—@(

fiir die Verteilung mit ;" = 1001
1001,29 — 1001 998,71 — 1001
+ o
0,5 0,5
=1—®(0,58) + ®(—4,58) ~ 0,2810.
——
~ 02810 ~0
Abb. C3/2 zeigt den Verlauf der drei Giitefunktionen G F%(u), GF®(p) und G F¢(y). Man sieht, dass bei
den zwei einseitigen Tests das vorgegebene Signifikanzniveau « jeweils am ,,Rand* (bei 1) des unter H,
stehenden Parameterteilraums (2, angenommen wird und die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art mit
wachsender ,,Entfernung® des Parameters ;+ vom Rand abnimmt. Man erkennt ferner, dass ein einseitiger

Test iiber €2; trennschirfer ist als unter sonst gleichen Bedingungen der zweiseitige Test, dessen Giitefunk-
tion flacher verlduft. Wo immer moglich, sollte man daher einseitige Hypothesen formulieren und testen.

GF%Nm):l-@(

Abb. C3/2: Vergleich der Giitefunktionen ein- und zweiseitiger Tests

GF A
o . [}
- N % ©
b \! // L
/
/

o | Ho: g=1000; Hq: w1#1000 ’ |
o — — Ho: 4oZ1000; Hy: w1<1000 ) )
— — — Ho: 4o<1000; Hy: xy>1000 ,

™~ / L
< /
© 1 <
ST [ o
w L
=)
s w
ST [ o
©
3 [ ©
d L
ocC
o Vo
o T =
997 998 1002 1003
.
3.1.3 Hypothesenformulierung

Beim Signifikanztest werden Null- und Alternativhypothese ungleich behandelt. Das Hauptinteresse gilt
H,, die moglichst selten und nur mit kontrollierter Wahrscheinlichkeit irrtiimlich abgelehnt werden soll.
Auch stellen Ablehnung und Nichtablehnung von H, Aussagen unterschiedlicher Qualitit dar, was seinen
Grund in der bei der Aufstellung des Ablehnbereichs deutlich gewordenen Ungleichbehandlung der Fehler
erster und zweiter Art hat. Als Faustregel gilt, dass man diejenige Hypothese unter H; stellt, die man
bestitigen oder statistisch untermauern mochte. Bei Ablehnung von H gilt H; als statistisch bestitigt,



512 C3 Testtheorie

wihrend die Nichtablehnung von H, nicht als statistische Bestidtigung von H, aufzufassen ist
enthélt einen ausfiihrlichen Leitfaden zur Hypothesenbildung.

Abb. C3/3: Hypothesenformulierung beim Signifikanztest

Geht
aus der Aufgaben-
stellung explizit hervor,
ob etwas gezeigt oder
widerlegt werden
soll ?

Man formuliert als H, das,
was gezeigt werden soll,
bzw. als H, das, was
widerlegt werden soll.

. Abb. C3/3

Konsequenzen von

Fehlentscheidungen bekannt, ja
z.B. monetéare oder
Sicherheitsrisiken?
Man macht den Fehler mit
dem groiten Risiko zum
Fehler 1. Art, wahlt also
H, so, dass unter H, nicht
so viel passieren kann.
Geht aus der |
Aufgabenstellung hervor, ja

zu welcher Interessengruppe
der Prufer gehort?

Man formuliert H, so, dass
es im Interesse des Prufers
liegt, H, nachzuweisen und
H, , die gegnerische Behaup-
Schlechte Aufgabenstellung! tung, zu widerlegen.
Hypothesen beliebig festlegen! I

AnschlieRend bei dem
Dozenten beschweren!

STOP

Beispiel: Eine Maschine M1 hat bisher Werkstiicke mit einer Ausschussquote von F, = 0,2

produziert.

Diese Maschine soll durch eine neue Maschine M2 ersetzt werden, aber nur dann, wenn sie besser ist, also
mit einer niedrigeren Ausschussquote P als M1 arbeitet. In einem Probelauf beim Hersteller von M2 wird

eine Stichprobe von n = 30 Werkstiicken gefertigt und gepriift. Um die Beziehung P < F, =
besser als M1) statistisch abzusichern, wird sie unter /; gestellt und man erhilt

Hy: P>02; Hy: P<02.

0,2 (M2 ist
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Es sei a = 0,05. Die Priifgrofie

0 — i—tes Werkstiick gut

30

X=X mit X, =
i1 1 — i-tes Werkstiick defekt

istmit P und n = 30 binomialverteilt. Je kleiner X" ausfillt, desto deutlicher spricht dies fiir //; und gegen

Hy, so dass der Ablehnbereich von der Gestalt

Ko=1{0,1,2,....¢}

ist, wobei zu fordern ist

sup Pr(X,j; < C\P) < a=0,05
P>0,2
und
sup Pr(X,T <c+1| P) >a=0,05.
P>02

Da Pr (X I <c| P) monoton fallend in P ist, ergeben sich die beiden supremalen Wahrscheinlichkeiten aus
Bi(30;0,2) als:

<3_0> 0,200,837 x5 0,0442 < av = 0,05
1

2
=0

. /30

§ < ) ) 0,210,807 ~ 0,1227 > o = 0,05,
1

i=0

so dass der Ablehnbereich konkret lautet:
K, =1{0,1,2}.

Finden sich also bis zu zwei defekte Stiicke in n = 30, wird H, abgelehnt, d. h. man entscheidet sich fiir die
neue Maschine M2 und hat ein Risiko von hochstens 4,42%, dann eine Maschine installiert zu haben, die
gleich oder schlechter ist als die alte Maschine M 1. Wiire die neue Maschine besser als M1, so sieht man
am Komplement der Giitefunktion iiber €2; in Abb. C3/4, dass die Wahrscheinlichkeit der Nichtablehnung
von Hj bis zu 95,58% betragen kann, man also eine sehr hohe Chance hat, bei M1 zu bleiben, wenn M2
besser ist.

Will das Unternehmen das Risiko unter Kontrolle halten, bei der alten und schlechteren Maschine M1 zu
bleiben, so muss es

Hi: P<0,2 gegen Hi: P>0,2

testen und bei der alten Maschine bleiben, wenn der Test zur Ablehnung von Hj; fiihrt, also gezeigt ist, dass
die neue Maschine statistisch gesichert schlechter arbeitet. Seien wieder o = 0,05, n = 30 und X/ die
PriifgroBe. Je groRer jetzt X7, desto deutlicher spricht dies fiir H} und gegen H, so dass der Ablehnbereich
die Gestalt

K:={d,d+1,...,30}

hat und zu fordern ist
sup Pr(XT >d|P) <o =005

P<0,2
und
sup Pr(X,T >d—1| P) > a = 0,05.

P<0,2
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Da Pr(X! > d|P) monoton steigend in P ist, ergeben sich die supremalen Wahrscheinlichkeiten mit
P =0,2als

30 30 » )
> < } ) 0,210,877 20,0256 < a = 0,05,

i=11

30 30 » )
> < ; ) 0,2/0,8%7% ~ 0,0611 > o = 0,05,

i=10

so dass der Ablehnbereich definitiv lautet
K ={11,12,...,30}.

Findet man elf oder mehr defekte Stiicke in n = 30, wird H abgelehnt und weiter mit M1 produziert. Wird
H{ nicht abgelehnt, wird man wohl M2 einfiihren. Die Chance, dass man bei M1 bleibt, wenn M2 besser
ist (P < 0,2), liest man in Abb. C3/4 unter GF™*(P) iiber ) bei P ~ 0,2 mit 2,56% ab. Das Risiko, M2
einzufiihren und damit eine schlechtere Maschine als M1 zu haben, ist als Wahrscheinlichkeit des Fehlers
2. Art das Komplement von GF*(P) iiber ;. Bei P + ¢, ¢ klein, kann diese Wahrscheinlichkeit bis zu
97,44% betragen.

Abb. C3/4: Giitefunktionen der Tests von Hy: P > 0,2 gegen H,: P < 0,2und Hj: P < 0,2 gegen
Hf: P>0,2mitn =30 und o = 0,05

GF

O
=
0.0

0.4 0.2

0.8

i

Z/I
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09
N

\

o
o
©
o

DA

3.14 Likelihood—Quotienten—Tests

Sei X = (Xy,...,X,) eine Stichprobe mit der Dichte’ f(zx | ®) fiir © € (2, wobei © bzgl. eines Vektors
(¢ absolut stetig ist. Zu testen ist Hy: © € Qg gegen Hy: O € Q; = Q\Qy. Der LQ-Test (Likelihood—

°Im diskreten Fall ist von der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion Pr(X = x | ©) auszugehen.
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Quotienten—Test) [likelihood ratio test] basiert auf dem folgenden Likelihood—Quotienten als Priifgrofe:
sup f(X |©)
Qe

sup (X [©)
cQ

MX) =

Der Test hat zum Niveau « fiir Hy den Ablehnbereich

Ko ={z: ) <c}, (1)

wobei ¢ so zu wihlen ist, dass

f(x]0©)d¢(O®) <aVO e
Ko
Dieser Test geht auf NEYMAN (J. NEYMAN, 1894-1981) und PEARSON (E.S. PEARSON, 1895-1980)
zuriick.'?

Wenn H, und H, jeweils einfache Hypothesen sind [Ho: ® =0, versus H;: ©® = 0O 1} , ist der LQ-Test
eng verwandt, jedoch nicht identisch mit dem durch das NEYMAN/PEARSON-Lemma'' gegebenen besten
Niveau—a—Test. Die obige Testfunktion A\(X) und der alternative Likelihood—Quotient

LQ = f(X[©1)/ /(X |©y)

ordnen die in den kritischen Bereich K, aufzunehmenden Punkte a im Stichprobenraum identisch mit der
moglichen Ausnahme jener Punkte, fiir die A(z) = 1. In den meisten Anwendungsfillen mit kleinem «
stimmen beide Tests iiberein, da A(x) = 1 bedeutet, dass die Likelihood unter 2, mindestens so groB ist
wie unter €2; und daher jene x bei beiden Tests in den Annahmebereich fallen.

Die Bestimmung des Ablehnbereichs eines LQ-Tests kann im Einzelfall schwierig sein, da die Verteilung
von A(X') nicht immer leicht zu ermitteln ist. Bisweilen ldsst sich, wie in den beiden folgenden Beispielen
gezeigt, die Verteilung einer geeigneten Transformation von A(X) finden.

1. Beispiel: Seien X; % No(y;0%); i = 1,...,n; mit bekanntem o2 und unbekanntem . Zu testen ist
die einfache Hypothese Hy: 1 = jip gegen die einfache Alternative Hy: p = puq, wobei 0.B.d. A. j11 > p
gelten moge. Dann ist:

O = (),
Q ={po; i},
Qo={ro},

F(X1©) = F(X | 1) = (27 %)% exp| — D(X; — p)?/(20%)].
Weil hier die Angabe des Ablehnbereichs (1) durch

J(X | o)
max {f(X [ 10); f(X | l"1>}

<c

dquivalent ist mit
J(X )
LQ = =+ >c"
(X | o)
kann K, auch tiber den Quotienten L() gefunden werden, also

J(X | 1 S 2 . 2 X
LQ = % = exp {202<Z(Xi — po)® — Z(Xi — 1) ﬂ > .

i=1 i=1

ONEYMAN, J. / PEARSON, E.S. (1928): Biometrika 20A, 175-240 und 263-294.
""NEYMAN, J./ PEARSON, E.S. (1933): Philos. Trans. Roy. Soc. A231, 289-337.
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Aus dieser Ungleichung erhilt man unter Beachtung von Y~ X; = n X, fiir die handlichere PriifgroBe X,

dquivalent:

202 Inc* +n(pf — ud)
2n (1 — o)

n =C.

Soll der Test das Signifikanzniveau « haben, ist C' so zu wihlen, dass gilt

Pr(X, > C| ) = o,

C — po
d.h. 1—@(0/\/%)704 (%)
C*Hn_
N
C: + uq_ L
— Ho 1aﬁ

Das ist die Grenze des kritischen Bereichs eines einseitigen GAUSS—Tests, vgl. Abs. C3.2.1. Arbeitet man
mit der origindren PriifgroBe L@, so ist der zugehorige kritische Wert bei einem Signifikanzniveau o

o
n(py — fio) {2 Ul—a ﬁ — (1 — /lo)}

202

() = exp

Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art ist

/5:Pr(Yn§C|y,1):<I><(;/_\//§>. (+%)

Mit (*) und (#*) hat man zwei Gleichungen, in denen die vier Groen «, 3, C' und n vorkommen. Es
gibt G) = 6 Moglichkeiten, aus diesen vier Groflen zwei vorzugeben und dann die anderen beiden zu
berechnen.

1) Vorgabe von «v und 3
o2
n=—|-————(us — ul,a)z} ,
[ (o — )2 ¢
C=po+ui_ao/y/n; (+)
2) Vorgabe von o und C'

o u?
n=— {7;&2} ,
(A= po)?]q

B gemiB (sx);
3) Vorgabe von (3 und C'

{ o?ud }
n=—|-—F_| |
v

a gemiB (*);
4) Vorgabe von « und n (Vorgehensweise des Signifikanztests)
C aus (+),

03 aus (*x);
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5) Vorgabe von 3 und n
C=m+ugo/yn,
o aus (*);

6) Vorgabe von C' und n
a aus (),
B aus (k).

Bemerkung:  In den Féllen 1) bis 3) wird n aufgerundet, d. h. man geht auf die sichere Seite, so dass die
zugehorigen effektiven Fehlerwahrscheinlichkeiten nicht grofer werden als die Vorgaben

« und/oder (3.
2. Beispiel: Seien X; u No(p;02); i = 1,...,n; mit unbekanntem 4 und 0. Zu testen ist
Hy: p=0 gegen Hy: u#0.

Dann ist
O =(u;0%),
Q ={(u;0*) |n € R; 0 € R*},
Qo={m;0*) | p="0; 0* € R},
[(X©) = (270%™ exp| = B(X; — p)*/(207)].

Der ML-Schitzer von © unter € ist
1 ' 1 '
Og, =0, =N " x2) =0, =Y (X, - X2+ X
(0 23) - (o A T
und unter 2

O, — _l W2 '
©q = <X ~> (X=X, ) 4

Also gelten

N 1 o . —n/2
sup f(X16) = (X |80) = {25 Lo - X2 X | e,
®c) n

—n/2
sup f(X|O©) = f(X | ég) = {27{1 5(X; - Y”,)Z} e 2
ecQ n

und somit
1 . s —n/2
— [ - X0)P+ X

AX) =4

1 _

—3(X; — X,

n

Da Hj zu verwerfen ist, wenn A(X') > ¢, folgt hier als Ablehnbedingung

=2

1 X

. n C—Z/VL -1
n3N(X; — X,)?

oder nach Umformung

Vi [X.|

[t]:= >4 /(n=1) (¢ —1).
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Damit hat man den ¢-Test (vgl. Abs. C3.2.1) zum Niveau «, wenn man

(n—=1) (" 1) =ti—ajzm—

el n
Cc= G I —— B
tf—a/?;n—l +n—-1

In Situationen, wo man nicht direkt oder iiber eine Transformation die Verteilung von A(X') bestimmen
kann, muss man auf asymptotische Ergebnisse zuriickgreifen und den Ablehnbereich approximativ bestim-
men. Dabei stiitzt man sich auf ein Ergebnis von C.R. RA0 (1973).

wihlt. Daraus ergibt sich c als

Sei X = (Xi,...,X,)" eine Stichprobe mit der Dichte!? f(x | ©), die hinreichend regulir ist, so dass der
ML-Schitzer © als asymptotisch (multivariat) normalverteilt gelten kann. Fiir die m Parameter O; in ©
sollen — Das ist nun die Nullhypothese! — ¢ unabhingig lineare Restriktionen (¢ < m) in Gleichungsform
vorliegen:

BO®=b

mit B als (¢ x m)-Matrix und b als (—elementigem Vektor. Der Teilvektorraum € unter Hy besteht aus
allen Vektoren, die B © = b erfiillen:

0 ={0|@cQABO=b}.

Es ist
Hy: © € Qp gegen Hi: ©® € Q\Q

zu testen. RAO hat gezeigt, dass unter H gilt:
LR :=-2In[AX)] K x*(0),

d.h. Hy ist auf dem Niveau « zu verwerfen, wenn

LR=-2In {sup F(X| @)} -2 ln{sup F(X| @)} > X?;l—a'
CX) 0

Wichtig fiir die asymptotische Verteilung von —2 In [/\(X )] ist, dass die Nullhypothese die Form von
Gleichheits- und nicht etwa von Ungleichheitsrestriktionen hat.

3.1.5 WALD- und LAGRANGE-Multiplikatoren—Tests

Zu der asymptotischen y?—Variante des LQ-Tests gibt es zwei asymptotisch dquivalente Verfahren, um
Nullhypothesen iiber ® in Form von Gleichheitsrestriktionen zu testen.

Bei dem von A. WALD (1902-1950) vorgeschlagenen Verfahren (vgl. Ann. Math. Statist. 16, 117-186)
zum Testen von ¢ Nebenbedingungen iiber die m > ¢ Parameter ©; in ® unter H, in der Form

BO®=b
benotigt man den unrestringierten ML—Schitzer ©. Die Priifgrofe des WALD-Tests lautet

W= (B® - by [B 1@ B] (BO-b)

12Bej diskretem X ist von der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion Pr(X = x | ©) auszugehen.
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mit I ((:)) als FISHER—-Informationsmatrix, die mit dem ML~-Schétzer é fiir ©® auszuwerten ist. Unter H
gilt

w PR 2.
Der LAGRANGE-Multiplikator-Test (LM-Test), auch Score-Test genannt, baut die unter H, stehenden
Nebenbedingungen B © = b in die zu maximierende Log-Likelihood-Funktion ein, erweitert diese also
zur LAGRANGE-Funktion, und schitzt den Parametervektor unter den Nebenbedingungen. Mit ©p sei
dieser restringierte Schitzer bezeichnet. Die Priifgrofie

LM :=D(®g) I '(O)D(6r)

ist unter H, wiederum approximativ y—verteilt:

LM PR 2 ),
Es ist
_ol[f(X[®)]

D(©x) 90 5.
©=0p

also die Ableitung der Log-Likelihood—Funktion an der Stelle des restringierten Schitzers e r- Entspre-
chend ist I(©p) die mit © p ausgewertete FISHER—Informationsmatrix.

Unter H, sind der LQ—, der WALD— und der LM—Test asymptotisch dquivalent. Wihrend der WALD—-Test
ausschlieflich mit dem unrestringierten Schétzer und der LM—Test nur mit dem restringierten Schitzer
arbeitet, benotigt der LQ-Test beide Schitzer.

3.1.6 Sequentieller Likelihood—Quotienten—Test

Der klassische, auf NEYMAN und PEARSON zuriickgehende LQ-Test arbeitet mit einem festen Stich-
probenumfang n und einem kritischen Wert c¢*(). Der 1947 von A. WALD'? eingefiihrte sequentielle
Likelihood—-Quotienten—Test (SPRT) [sequential probability ratio test] arbeitet mit zwei kritischen Wer-
ten A = A, §) und B = B(a, §) und einem variablen Stichprobenumfang, der zufillig ist. Der SPRT
besitzt folgende Entscheidungsregel:

> 1= H, annechmen,
_ X[y :
LQu(X) = = < 1= H, annehmen,
J(X [©0) .

~ 1 = neue Beobachtung x,,; ziehen.
Vorgehensweise:
1. Wihle A, Bmit0 < A < 1 < B, setze n = 1 und ziehe das erste Stichprobenelement.
2. Nimm H, an, falls LQ,,(X ) < A. (Ende des Tests)
3. Nimm H, an, falls LQ,(X) > B. (Ende des Tests)
4. Ziehe ein weiteres Stichprobenelement, wenn A < LQ,(X) < B (Fortsetzung des Tests), und bilde

LQn1(X). Setze LQ,11(X) = LQ,(X) und gehe zu 2.

Mit g 1.3
A=-—L_ p_——I
11—« e
erhilt man einen konservativen Test. I. d. R. wird mit dem logarithmierten Likelihood—Quotienten
Y {In [f(X;[©1)] —In [f(X;]|©0)] } — X stetig,
i=1

In [LQH(X)} = n
2 {m [Pr(X = X;[01)] = In [Pr(X = X;[©0)] } - X diskret,

3Die Originalarbeit entstand bereits um 1942 als Forschungsauftrag (Auftraggeber: die US-Militirverwaltung), in der gezeigt
wurde, wie man bei der zerstérenden Qualititspriifung den Stichprobenumfang bei gegebener OC—Funktion reduzieren kann. Als
Top—Secret konnten die Ergebnisse erst nach Kriegsende publiziert werden.
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gearbeitet und dieser verglichen mit
b:=InB, a:=InA.

Unter allen Tests mit nicht groBeren Wahrscheinlichkeiten « und f3 fiir die Fehler erster und zweiter Art
ist der erwartete Stichprobenumfang beim SPRT am kleinsten. Diese Aussage macht den SPRT bei der
zerstorenden Qualitéitspriifung und teueren Testobjekten interessant.

Beispiel: Die Arbeitsweise eines SPRT sei ausfiihrlicher an der Uberpriifung von
Hy: p < po gegen Hy: p> py mit iy > fig
und X; % No(y; %) bei bekannter Varianz o2 gezeigt. Aus dem Fortsetzungsbereich fiir LQ,,(X)

% Xz' — K 2
exXp {*7( 2(72/ ) ]
A — =357 B
< E(X1 — /10)2 <
exp 7720_2

erhilt man nach Logarithmierung und Umformung

_ 2
InA < n<Y,L _ o /H) P In B.
2 1= Ho

2

M1 — Ho

Priifgrofe

Zur graphischen Durchfiihrung des Tests trdgt man die Priifgroie (auf der Ordinate) iiber n (auf der Ab-
szisse) ab. Die Grenzen des Fortsetzungsbereichs sind zwei achsenparallele Geraden mit dem Abstand
0% [In B —In A] /[y — po], vgl. Abb. C3/5 mit zwei eingezeichneten Priiftrajektorien.

Abb. C3/5: Skizze zur Durchfiihrung eines SPRT mit zwei Priiftrajektorien

w_

Ablehnbereich

o]
Fortsetzungsbereich

\. Annahmebereich

10

Prifgrége
o

-5

-10

-15

Unter Verwendung von
1 —2p —h — p)?
_ Mot m L (11 = o)
1 — fo 202

h:
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ergibt sich die OC—Funktion als

B —1 (
—— fiir /lo;/h 7
OC(p) =
InB fir 1 — o + 1
mB-ImA "HT T

und die ASN-Funktion [average sample number] fiir den erwarteten Stichprobenumfang

OC(pu)In A 1-0C In B
(1) In A+ [k WlhB o uo;m ’
ASN(p) =
W) ~(InA)(ln B) o? o + i
—_— fir p=——.
(111 — o) 2

Abb. C3/6: OC-Funktion eines SPRT und des OC—iquivalenten GAUSS—Tests

—— OC des SPRT
—— - OC des GAUSS—Tests

0C(w)
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

Fiir die Datenkonstellation
o =05 =7 a=001; =005 oc=2
zeigen Abb. C3/6 und C3/7 die Verldufe von OC'(p1) und ASN (p). Der OC—dquivalente GAUSS—Test mit
OC(my) =1—a und OC(m) =0

und festem Stichprobenumfang hat — berechnet geméfl dem Beispiel in Abs. C3.1.4 — den Stichproben-
umfang

0.2

2 22 2
n=— T (up—wa)?| == | (—1,6449 — 2,3263)?| =16
Gro gy (W~ >L { G-p ap

und den Ablehnbereich fiir Hy: g < jip =5

Y]ﬁ > o+ Ul—q L =~ 6,1632.

V16

Man sieht, dass n = 16 > max [ASN(,u)] ~ 14. GHOSH (1970) zeigt, dass
n
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e fiir 0,005 < v, 5 < 0,1 gilt: 1,67 ASN (19) < n < 3,29 ASN (1),
o firav =/ >0,1giltt n>ASN(u) V p.

Abb. C3/7: ASN-Funktion eines SPRT mit OC-dquivalentem festem Stichprobenumfang

o
5
—— ASN des SPRT

——--n des GAUSS—Tests

15

ASN(w)
10

4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

"

Ist fiir eine BERNOULLI-Verteilung
Hy: P<PFy gegen Hy: P> P mit P, > F}

zu testen und wird eine Stichprobe mit Zuriicklegen gezogen, so bekommt man fiir die Priifgrofe
XTI = Z X;, die kumulierte Anzahl der ,,Erfolge®,
i=1

den Fortsetzungsbereich

aten<X'<atb-n

mit
ln{l_PO}
B In A ) _ InB o 1-P
“= IH[P] 1 —PU)] T ln[Pl (1 —PU)] Pes ln[P] (1 —PU)] :
PO(I—P]) PU(I—P1) PO(I—P])

Zur Berechnung der OC— und AS N-Funktion bendtigt man eine Hilfsfunktion fiir b € R :




C3.1 Grundbegriffe der Testtheorie

523

Dann ist
h
(%) -
! *3” — fiir P#c, dh h#£0,
it !
0C(P) = 0C[h(h)] = § L =) (1 =F)
lIl(l%G)
—— 7 fir P=¢, d.h h=0,
In _ar A
(1—a)(1-5)
und
b—(b;ﬂ fir P+#c,
ASN(P) = ¢
ba "
fir P=c.
c(e—1)

Ist fiir eine POISSON—Verteilung
Hy: X< Xy gegen Hyi: A> )X mit A\ > )\

zu testen, so ist fiir die Priifgrofie

X ,T = Z X;, die kumulierte Anzahl der Ereignisse,
i=1
der Fortsetzungsbereich durch
adt+cn< X <b+cn
mit
o = nA .  InB o A — Ao
hl(/\l/)\()> ’ hl(/\l//\(]> T ln()\l//\(])

gegeben. Zur Berechnung der OC— und AS N-Funktion benétigt man eine Hilfsfunktion fiir h € R :

AM—X  Inh .
A o fur h £ 1
Ay = d g BT
c fir h=1.
Dann ist
1—n"
ﬁ fir \#£ c*, doh h# 1,
oc() =ocym] =4 " "
fir \=c*, d.h h=1,
b — a*
und
w fir A e,
ASN()) = s <
(=) fir A\ =c*.

o
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3.1.7 Randomisierte Tests

Bei einem Test mit diskreter PriifgroBe G ldsst sich ein vorgegebenes Signifikanzniveau « nicht immer
und durch ausschliefliche Vorgabe des Ablehnbereichs K, einhalten. Um « voll auszuschopfen, muss die
Giitefunktion des konservativen, « unterschreitenden Tests durch einen Trick, Randomisierung genannt,
angehoben werden.

Seien g; (i = 1,...,I) die moglichen dquidistanten Realisationen von G. Fiir den zweiseitigen Test von
Hy: © = ©gmit H;: © # O sind die konservativen Eingriffsgrenzen mit g, und g, berechnet, und es
gelten

Pr(G < gu|©0) =, <

[CIR=NNC e

PI'(G 2 9o | @0) =, <

Dann lautet die Entscheidungsregel des randomisierten zweiseitigen Tests:
1) IstG < g, oder G > g, eingetreten, so lehne H, ab.
2) Ist g,+1 < G < g, eingetreten, so lehne H nicht ab.
3a) Ist G = g, eingetreten, so lehne H, mit der Wahrscheinlichkeit

@
=y
= S
Pr(G = Gu+1 ‘ ®0>
ab.
3b) Ist G = g, eingetreten, so lehne H, mit der Wahrscheinlichkeit
a* [ —
¢ Pr(G = Jo—-1 ‘@0)
ab.

4) In den Fillen 3a) oder 3b) muss eine in [0; 1] gleichverteilte Zufallszahl Z erzeugt werden (Das ist die
Randomisierung!), und es wird H, abgelehnt, wenn

Z <a; bzw. Z <.
Beim einseitigen Test von H,: © < ©( gegen H;: O > O, mit der konservativen Eingriffsgrenze g, und
Pr(G > g,|00) =, <
ist die Entscheidungsregel:
e Fillt G > g, aus, lehne H, ab.

e Fillt G < g, aus, lehne Hj nicht ab.
e Realisiert sich g,_1, so lehne Hy mit der Wahrscheinlichkeit

. o —a,
%7 Pr(G = g,1100)
ab.
Beim einseitigen Test von Hy: © > O, gegen H,: © < O, mit der konservativen Eingriftsgrenze ¢, und
Pr(G < g,]100) =a, < a
heif3t es:

e Im Fall G < g, lehne H ab.
e Im Fall G > g, lehne H nicht ab.
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e Im Fall G = g, lehne H, mit Wahrscheinlichkeit

a—

o=
“ Pr(G = gut1|©0)
ab.

3.2 Verteilungsgebundene Parametertests

Die nachfolgend zusammengestellten Testverfahren gehen von einer bestimmten Verteilung in der Grund-
gesamtheit aus, in den meisten Fillen von einer Normalverteilung, oder verwenden letztere approximativ
als PriifgroBenverteilung.

3.2.1 Tests fiir einen Mittelwert

Tab. C3/2: GAUSs-Test— Hypothesen iiber y einer Normalverteilung bei bekanntem o2

Hy H, PriifgroBe  |Ablehnbereich Giitefunktion GF(u)
Yn - L [ —
< ol > po X = o) Vi (t1_a; 00) o|—uy_, — Mo \/_}
o
Yn - L [ —
> ol < o M (—00;—t_o)| ®|—t1 o+ (1o \/—}
o
Yn — Mo ﬁ 7
H= po|1 7 o % (U123 00) |P|—Ui_qj2 + ——— (1o = \F +
+q’ 7’1141,&/2 — NO — ﬂ n :|

Tab. C3/3: t-Test — Hypothesen iiber  einer Normalverteilung bei unbekanntem o2

H, H, Priifgrofe Ablehnbereich |Giitefunktion
(Yn — o)V

< po| > o (tn-171-ai00) | vl unten

Sn
Yn - L
> polp < po % (—00; —tp—1.1-a)| vgl. unten
X, — /lo n
H= fo|i # o % (tn-11-as2;00) | vgl. unten

Bemerkungen zum ¢-Test:

L Syim | =S (X - X2

n—1
2. Sind die X; nicht normalverteilt, sondern iid mit ¢ = E(X;) und bekanntem o = Var(X;) Vi, so ldsst
sich bei nicht zu kleinem n approximativ nach Tab. C3/2 vorgehen. Ist ¢ unbekannt, lisst sich appro-
ximativ mit Tab. C3/3 arbeiten, da der ¢—Test gegen Abweichungen von der Normalverteilung robust
ist.



