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10.1 Einfiihrendes Beispiel

10 Differentiation von Funktionen mit einer
unabhangigen Variablen

10.1 Einfiihrendes Beispiel

Zur Einfiihrung in die Aufgabenstellung und Bestimmung der ersten Ableitung einer Funk-
tion wird zunichst ein Beispiel aus den Wirtschaftswissenschaften betrachtet, an dem die
Zusammenhidnge anschaulich interpretiert werden kdnnen.

Ein Unternehmen produziert ein Gut. Die monatlichen Gesamtkosten K hangen von der
monatlichen Produktionsmenge x ab. Der Zusammenhang zwischen Kosten und Menge
wird beschrieben durch die Kostenfunktion K = K(x). Man interessiert sich nun dafiir, wie
sich die Kosten dndern, wenn die Produktionsmenge verandert wird. Allgemein gilt: Andert
sich die Produktionsmenge von xg um Ax auf xg + Ax, so dndern sich die Kosten von
K(xo) auf K(xg + Ax), also um K(xg + Ax) — K(xg) = AK.

An einem Beispiel kann man sich leicht veranschaulichen, dass die Kostendnderung AK
nicht nur vom Umfang der Mengendnderung Ax abhingt, sondern auch von der ,Aus-
gangsmenge” xo. Dazu wird folgende Kostenfunktion angenommen:

K = 10y/x + 100.

Figur 10.1.1 zeigt den Verlauf der Kostenkurve. Aus der Tabelle sowie aus der Zeichnung ist
zu ersehen, dass bei Erh6hung der Produktionsmenge um eine Einheit die KostenerhGhung
je nach Ausgangsmenge unterschiedlich ist. Andert man die Menge von 1 auf 2, erhhen
sich die Kosten von 110 auf 114,14, also um AK = 4,14. Bei einer Mengeninderung von
2 auf 3 ergibt sich AK = 3,18 und von 3 auf 4 gilt AK = 2,68. Ahnliches gilt, wenn man
die Menge um mehr als eine Einheit erhdht. Eine Mengendnderung von 1 auf 16, also
um Ax = 15, fiihrt zu einer Kostendnderung von AK = 30. Wird die Menge von 49 auf
64 erhoht, also ebenfalls um Ax = 15, ergibt sich eine Kostenanderung von AK = 10. In
Figur 10.1.1 ist die Kostenkurve grafisch dargestellt und in einer Tabelle sind fiir einige
Mengen die zugehdrigen Kosten angegeben.
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Kapitel 10: Differentiation von Funktionen mit einer Variablen

Wird die Produktion um mehr als eine Einheit erh6ht (Ax > 1), dann wird man sich nicht
nur dafiir interessieren, wie grol} die zugehotrige Kostendnderung AK ist, sondern auch
fragen, wieviel Kosten im Durchschnitt fiir jede zusitzliche Mengeneinheit entstehen. Fiir
die durchschnittlichen zusatzlichen Kosten einer zusatzlichen Einheit ergibt sich allgemein:

AK  K(x+ Ax) — K(x)
Ax Ax '

Dieser so genannte Differenzenquotient gibt an, welche Kosten fiir die Produktion einer

zusatzlichen Mengeneinheit im Durchschnitt entstehen, wenn die Produktion von x auf

x + Ax ausgedehnt wird.

Die folgende Tabelle enthilt zu einigen Mengendnderungen die zugehdrigen Kostendn-
derungen AK und die durchschnittlichen Kostendnderungen pro Einheit AK/Ax.

Mengenanderung

von auf Ax AK 2K
1 2 1 414 | 4,14
1 3 2 7,32 3,66
1 4 3 10 3,33
1 9 8 20 2,5
1 16 15 30 2
1 64 63 70 1,11
0 9 9 30 3,33

16 25 9 10 1,11

49 64 15 10 0,67

Die (durchschnittlichen) Kostendnderungen pro Einheit hingen also von der jeweiligen Men-
ge x, von der man ausgeht, und von der Anderung Ax ab. Um zu wissen, wie sich die
Gesamtkosten dndern bzw. welche Kosten durchschnittlich fiir eine zusatzliche Einheit ent-
stehen, miisste der Unternehmer stiandig neu rechnen oder umfangreiche Tabellen anlegen,
in der die auf eine Mengeneinheit bezogenen Kostenidnderungen in Abhangigkeit von x und
Ax dargestellt sind. Eine andere Moglichkeit zeigt der folgende Gedankengang, der zur
ersten Ableitung einer Funktion mit einer unabhingigen Veranderlichen fiihrt.

Wird die Menge von 1 auf 2 erhdht, dann steigen die Kosten von 110 auf 114,14, also
um 4,14 an. Die Kosten bzw. die Funktion haben einen durchschnittlichen Anstieg von
AK/Ax = 4,14,

Bei einer Mengendnderung von 1 auf 16 steigen die Kosten von 110 auf 140, also um
AK = 30 an. Bezogen auf eine Mengeneinheit betrdgt dann der durchschnittliche An-
stieg der Kosten bzw. der Kostenfunktion AK/Ax = 30/15 = 2. Der Differenzenquo-
tient AK/Ax gibt den durchschnittlichen Anstieg der Kostenfunktion bezogen auf eine
Mengeneinheit an, wenn die Menge von einem bestimmten x an um Ax verdndert wird.
Dieser durchschnittliche Anstieg der Funktion entspricht der Steigung der Verbindungsge-
raden der beiden Kurvenpunkte an den Stellen x und x + Ax (vgl. dazu Figur 10.1.2).
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10.2 Die erste Ableitung einer Funktion

AK
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Xt ———— -

x+ Ax X
F 10.1.2

Um zu einer Aussage iiber die Kosten der zusatzlichen Produktion einer Mengeneinheit zu
gelangen, die unabhingig von der Grole der Produktionsianderung Ax ist, ldsst man Ax
gegen 0 gehen (Ax — 0).
im AK _

2% = % gibt dann das Verhiltnis der Kostendnderung zur infinitesi-

Der Grenzwert lim &
Ax—0 8%

malen (unendlich kleinen) Mengendnderung an der Stelle x an. Dieser Grenzwert wird in
der Wirtschaftstheorie als Grenzkosten bezeichnet und entspricht der Steigung der Tan-
gente an die Kostenfunktion an der Stelle x. Die Bestimmung dieses Grenzwertes ist die
Grundaufgabe der Differentialrechnung, die im Folgenden in allgemeiner Form kurz be-
schrieben ist. Dabei wird sich zeigen, dass die Grenzkosten (bzw. allgemein der Grenzwert
des Differenzenquotienten AK/Ax fiir Ax — 0) einen von x abhingigen Ausdruck erge-
ben. Als Grenzkosten erhdlt man also eine Funktion mit x als unabhangiger Variablen. In
Figur 10.1.2 kann man das leicht daran erkennen, dass die (gekriimmte) Kurve in jedem
Punkt eine andere Steigung hat.

10.2 Die erste Ableitung einer Funktion

Es sei y =f(x) eine stetige Funktion. Es werden zwei Stellen x; und x; betrachtet, mit
f(x1) =y1 und f(x2) =y2. Ax=xp —x; heift Differenz der unabhdngigen Variab-
len. Die zu Ax gehorige Differenz Ay =y, — y1 = f(x2) — f(x1) = f(x1 + Ax) — f(x1) heiBt
Differenz der Funktion, des Funktionswertes oder der abhingigen Variablen. Andert man
von der Stelle x; aus den Wert der unabhdngigen Variablen um Ax auf x5, dann dndert sich
der Funktionswert um Ay (vgl. Figur 10.2.1). Verbindet man die beiden Punkte P; (mit
den Koordinaten x; und y;) und P, (mit den Koordinaten xo und y>) durch eine Gerade,
dann kann man die Steigung dieser Geraden, wie anhand von Figur 10.2.1 zu ersehen ist,
als die durchschnittliche Steigung der Funktion von x; bis x, interpretieren.
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F 10.2.1

Diese durchschnittliche Steigung entspricht tan «, denn es gilt:

Ay _ f(x1 + Ax) — f(xq)

tana = — .

Ax Ax

Differenzenquotient
Ist y = f(x) eine stetige Funktion und Ay die Anderung des Funktionswertes,
die zur Anderung Ax der unabhingigen Variablen gehért, dann heiRt

Ay f(x+4 Ax) —f(x)

Ax Ax
Differenzenquotient der Funktion.

Der Differenzenquotient gibt die durchschnittliche Anderung oder durchschnittliche Stei-
gung der Funktion im Bereich von x bis x + Ax an. Er hangt, wie Figur 10.2.1 verdeutlicht,
von x und von Ax ab.

Verschiebt man den Punkt P5 auf der Kurve immer ndher an den Punkt P;, d. h. l3sst
man Ax immer kleiner werden, dann n3hert sich die Verbindungsgerade der beiden Punkte
immer mehr der Tangente an die Kurve y = f(x) im Punkt P;. Die Steigung der Verbin-
dungsgeraden nahert sich dabei der Steigung der Tangente. Diese Steigung der Tangente,
die tan 3 entspricht, bezeichnet man auch als Steigung der Funktion an der Stelle x;.

Der _(_-]renzwert des Differenzenquotienten Ay/Ax fiir Ax gegen 0 entspricht dem Verhiltnis
der Anderungen von y und x in einem infinitesimalen (unendlich kleinen) Bereich.

D 10.2.3
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Differentialquotient oder erste Ableitung
Gegeben sei eine Funktion y = f(x) mit dem Definitionsbereich D(f). Existiert
fiir x € D(f) der Grenzwert

lim BY _ i fx+ Ax) (9

Ax—0Ax  Ax—0 AN !
so heift dieser Grenzwert Differentialquotient oder erste Ableitung der
Funktion f(x) an der Stelle x. Er wird bezeichnet mit

&I T, 9 oder

dx’ dx 7 dx x) oder
(gelesen: ,,dy nach dx“, ,df(x) nach dx", ,,f Strich von x", ,y Strich").
Existiert der Grenzwert fiir alle x aus dem Definitionsbereich, so heilt die

Funktion differenzierbar.




