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��� �	���	 ����������������	�����������	 �����������	��	 ������ 
�� ������	� 
�� ����
��	 �������	� ��	�� ��	%���	 y = f(x) 	���� ���� � "� ���������	� ��� 
�� -�2>� y ���
���)	
���	��	 
�� -�2>� x ���������

� �,9�9� ��� 6�!���������	
��� ����� ���
���
�� ;���	/���
� ��� ��	���
� ����� x ��� ��&
���� ��� ��!�������
�� ����!��� (�� C� 0,7 �) �����
$ x = 80.000− 2.000p� ��� p = 20
������ ���� �� �� 40.000 ����!��� ��!�������
� ��� ���� *�������"���� �� Δp = 1 ����

�� ����� 6�!������������� ,�� Δx = −2.000.
��� ����� 1��������� ����� ���
���
�� E/ � ��� ��� 6�!���������	
��� x = 4.000− 0,1p�
��� ����� *���� ,�� �� �� 20.000 ������ ���� 2.000;���� ��!�������
� 5��� *�����������
�� Δp = 1 ����
 �� ����� 6�!������������� ,�� Δx = −0,1, ��� ���
 ���� ��� *���� ��
10 ���"�
 ����� ��
 ��� 6�!������ �� 1 ;���� ����������
5� ��
 ��� ���!����� ��� ���� ��� 6�!������ �� ������ ����� ���� ��
���!������!� ���
*�������"������ �������
� ��� ���� ������
��!�� ����
������ ��
 ���� �� ���!�
��� ���� ����
*����������� ,�� 10 ��� 11 ����
�, ����  �����
��� �����
��!� ��"0�� ��
 ��� ,�� 10.000
��� 10.001�
��
��!�
�
 ��� ��� ��� ����
�,�� -����������� ,�� *���� ��� ��!�������
�� 8����� ����
�����
 ��!� ���������:

;���	/$
Δp

p
=

1

20
= 0,05;

Δx

x
=

−2.000

40.000
= −0,05;

*1;$
Δp

p
=

1

20.000
= 0,00005;

Δx

x
=

−0,1

2.000
= −0,00005.

��
�
 ��� ��� ����
�,�� L��������� �� ���������� �� �����
 ��!�:

;���	/$
Δx
x
Δp
p

=
−0,05

0,05
= −1;

*1;$
Δx
x
Δp
p

=
−0,00005

0,00005
= −1.
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� L����������
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�� 7��%���	 ��	�� 2%�	������	 -�2>� ��� L	
���	��	 ��	�� ��� ����	6���
��	
�	 2%�	������	 -�2>� %�		 ����� ��� 
�� ����9��� "����� 	���� �	 ����	 �)���	 ��		&���
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� ������	����N�����	��	 ���	������� ���
�	� !	 ������	 �)���	 ��� �� "���%)>��
�� ������&�	 �	������ &�	 ��������	 L	
���	��	 
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8	��� 
�� ������&�	 L	
���	� &�	 x � ������� &�	 x ��� x+Δx &������� �	 
�� -�2>�
Δx

x+(x+Δx)
2

. Δx ���
 
���� "� 
� x����� �	 
�� ����� 
�� �������� �"�� !	���&���� &�	 x

��� x+Δx �	 ��"����	� �����"��

!�� y = f(x)� �� ��"����	��
Δy

y+(y+Δy)
2

=
f(x+Δx)− f(x)

f(x)+f(x+Δx)
2


�� "� 
�� ������&�	 L	
���	�

&�	 x ���2���� �"�� 
���� ��� ������2��� ������&� L	
���	� 
�� ���)	����	 ��������	 y�

� �,9�9$ ����������
-
���
-�����	 ��� 
�� ������� ��	%���	 y = f(x). ��� P�����	� 
�� 
�������	��������	
������&�	 L	
���	��	

Δy
y+y+Δy

2

:
Δx

x+x+Δx
2

=
Δy

Δx
· x+

Δx
2

y+ Δy
2

���
 ��� "�������
���
��� '����
-
��� �
�� ����������
-
��� 
�� ��	%���	
y = f(x) �	 
� �������	
�	 ������� ��"����	���

��� ����	������"��)� ���� ���� � ���&��� :��"�	� ���� y � ��������	��� �	 
� �������
��	
�	 ������� )	
���� ��		 x � 3 U &������� ���
� ��	���� ���
 �	������ 
�� �������
����	������"��)� 
�� ���
���% ����
�
�
��� &����	
���

�	������ 
�� �� �	
�����	 -�2>�	 
�;	�����	 ����	������"��)� ��	��"� �	 �	 
�	 �����
������������	�������	 �����	� 
���	 -��	"���� ��� Δx → 0� +� ���� 
�		 �� y = f(x) �	

Δy = f(x+Δx)− f(x)C

lim
Δx→0

Δy

Δx
· x+

Δx
2

y + Δy
2

= lim
Δx→0

f(x+Δx)− f(x)

Δx
· x+ Δx

2

f(x) + f(x+Δx)−f(x)
2

= f′(x)
x

f(x)
=

dy

dx

x

y
.

� �,9�9# '����
-
���
��� ��	%���	 y = f(x) ��� 
�����	"������� �	
 �� ��� x �= 0 �	
 y �= 0�

εyx = f′(x) x
f(x) = dy

dx
x
y

���>� '����
-
��� ��� y 
� ��-�� ��! x�

<�	
 ����&����)	
	���� �������������	� �������� �	 �	������ &�	 εyx ���� 	�� ε� ��������	
���
 
�� +�����"��)� ���� �� ηxy ��"����	���

! -���	���" "�� ����	������"��)� �9����� �	 ���� �	���� ���� &�	 
�� %���������
1
-
����
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�		 
�� ���"�����	 ���� ���%�	�� ���� 
�� 7�����	� 
�� L	�

���	��	�

+�	� 	�����&� +�����"��)� ��
������ 
��� ��	� ������&� �������	� A����	
���	�B 
�� ��	�	
2%�	������	 -�2>� ��	� ������&� ����	
���	� A�������	�B 
�� �	
���	 -�2>� "�� �����
���� +�	� 9�����&� +�����"��)� ������� 
��� ��	� �������	� A����	
���	�B ��	� ������
��	� A����	
���	�B "�� ����� ����

��� ������	����N�����	� �"�� 
�� ����� �������	� ��	�� ��	%���	 ��� ���
�� ��	� ��	%���	
&�	 x� ��� ���� ���� ��� 
�� +�����"��)�� ���� ε = ε(x)� �	
 �	 �9����� 
������ �)�;� &�	

�� '����
-
����!����
��� ��	 ��� 
������� ��� ��� 
�� �����	 �������	�� -)
����� "�
'����
-
����!����
�� ��" "� '����
-
��� �� �
�� ����
����� 6����� ��������
"���

� �,9�9, �; y = x3 + x; dy
dx = 3x2 + 1. ��� 5���
���

����	
��� ���
�
$

εyx =
dy

dx

x

y
= (3x2 + 1)

x

x3 + x
=

3x3 + x

x3 + x
=

3x2 + 1

x2 + 1
.

��� ��� �
����� x = 1 ���� x = 3 ������� ��!� ��� ��� 5���
���

 ��� ;��
� εyx = 2 ����
εyx = 2,8.

�; y = ax+ b;
dy

dx
= a; εyx =

dy

dx

x

y
= a

x

ax+ b
=

ax

ax+ b
.

5��� ������ ��
 ���� ���� 	���
��
� ���
� �����
��� (�
������)� ���� ���� ,������� 5���
�&
��

�

�; y = xn; dy
dx = nxn−1; εyx =

dy
dx

x
y = nxn−1 x

xn = n.

��� *�
������	
��� y = xn ��
 ��� n �= 1 ���� ,������� ���
� �����
��� (�
������)� ���� ����
	���
��
� 5���
���

�

��� 
�� ������	� 
�� +�����"��)� ��� P�����	� &�	 ������&�	 L	
���	��	 2%�	�������
-�2>�	 ������ �	 ��� �������	� ��� 
�� 8������ �	
 ��� 
�� ���%�	� ��	�� ���)	
��
��	� ���� ��� ������&� L	
���	� ��	�� -�2>�� 
�� ��� 8������ �	"�����	 ���� ������ ��� �
4�		�� �����	O 
�� ������&� L	
���	� 
�� ��� ���%�	� �	"�����	
�	 -�2>� � =)�����

2�!�����
� �,9�9� ���
����� ��� ��� �� ��� ��������� ���	
����� ���"����� 5���
���

����	
������

�; y = 2x2; �; y = 10− 2x; �; y = 2x2 + 3x; "; y = x2

x−2 ; �; y = ex; !; y = ax; �; y = xx.

� �,9�9$ �� ���!��� �
���� ��
 ��� ���	
��� y = 3x+ 2 ��� 5���
���

 εyx = 0,5?

���� /����� ��
 �����.��!���

��� 
�� ������	� 
�� �����	 �������	� ��	�� ��	%���	 �� ��	�� �	���)	����	 �������
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'����
-
��� �
��� %�"����� ��� �����
����
+� ��� u = f(x) �	
 v = g(x) �	
 y = uv = f(x)g(x).
+� ��� 
�		 εux = du

dx
x
u �	
 εvx =

dv
dx

x
v . ��� 
�� +�����"��)� &�	 y �	 ��"�� ��� x ������ ����C

εyx = εuv,x =
dy

dx

x

y
=

d(uv)

dx

x

uv
= (

du

dx
v +

dv

dx
u )

x

uv

=
du

dx
v
x

uv
+

dv

dx
u
x

uv
=

du

dx

x

u
+

dv

dx

x

v
= εux + εvx.

� �,9$9� %�"������� !/ '����
-
�����
��� +�����"��)� ��	�� :��
�%��� uv "����� ��	%���	�	
u = f(x) �	
 v = g(x) ��� ������ 
�� <�� 
�� +�����"��)��	 
�� ���
�	 ��%�
����	 u �	
 vC

εuv,x = εux + εvx�

+�	�	 <9�"������� 
����� :��
�%������� 
�� �)�;� �	��	
�	� �	 
�� ������������������ ;	�

��� ���)�� �	 ��� u = f(x) = x.
����	 du

dx = 1 ��� 
�		 εux = du
dx

x
u = 1 x

x = 1, �	
 �� ����C

� �,9$9$ εxf(x),x = 1+ εf(x),x

��� ��
�����C ��� +�����"��)� 
�� :��
�%��� ��	�� ��	%���	 �� 
�� �	���)	����	 ��������	�
���� 
�� +�����"��)� 
�� ��	%���	 y = xf(x)� ��� � 3 ��2>�� ��� 
�� +�����"��)� 
�� ��	%���	
f(x)�

� �,9$9# ��� ��������� ����!��� ��� *���� p ����� ��
�� ��� ��� ,�� ������ ��
 ��!���&
����
�� 8���� x 	��� ���!� ���� 6�!���������	
��� x = x(p) ���!������� ������� εxp ��

���� ��� 5���
���

 ��� 6�!������ �� ����� ��� ��� *���� ���� ��� %�
������
-
��� "�
F���!���� ������
 ��!� x = x(p) ��� ��� )�
�������� ��� 	��� ��� ��!�������
� 8����
��!� ,����
���� ������
�
 ������� ���� ��
 E = px = px(p) ��� 5��"�� 5� ���
 ���� ��!�
7 3E�(�(C

εEp = εpx(p),p = 1+ εxp,

�� �� ��� *��������
���

 ��� 5��"��� ��
 �� 1 ��"0�� ��� ��� *��������
���

 ��� 6�!�������

=������	 
�� +�����"��)� 
�� ��	%���	 f(x) �	
 
�� �����	 �������	� 
�� ��	%���	 xf(x)
������� �����	
�� =����	��	�C

+� ���
d(xf(x))

dx
= f(x) + x

df(x)

dx
= f(x) + f(x)

x

f(x)
· df(x)

dx
.

+� ���� ����C

� �,9$9,
d(xf(x))

dx
= f(x)(1 + εf(x),x)

� �,9$9& 5� ���� ����	�� �
 �� � 3E�(�5� 6�!� 7 3E�(�E ���
:
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dE
dp = d(px(p))

dp = x(1 + εxp)� �� �� ��� ��������"� �� ����� ��� ��� *���� ��
 ����!� ���
*����	
 ��� 8���� ��� ��� �� 1 ,������
�� *��������
���

 ��� 6�!�������

'����
-
��� �
��� =���
����� ��� �����
����
+� ��� ���
�� u = f(x) �	
 v = g(x) ����� y = u

v � ��� 
�� +�����"��)� &�	 y �	 ��"�� ��� x
���)�� �	 
�		C

εyx = ε u
v ,x

=
d( uv )

dx

x
u
v

=
du
dxv − dv

dxu

v2
xv

u

=
du

dx
v
xv

v2u
− dv

dx
u
xv

v2u
=

du

dx

x

u
− dv

dx

x

v
= εux − εvx�

� �,9$9* =���
��������� !/ '����
-
�����
��� +�����"��)� ��	�� P�����	��	 &�	 ��	%���	�	 ������ ���� ��� 
�� ������	"

�� +�����"��)� 
�� ��	%���	 � =)���� �	
 
�� +�����"��)� 
�� ��	%���	 �
4�		��C

ε u
v ,x

= εux − εvx.

��� 
�� P�����	��	����� ����� ��� 
�	 <9�"������� v = g(x) = x ��	� ��"����	� ��� 
�� +����
��"��)� ��	�� ��������	������	%���	� ��� ��������	������	%���	 
�� ��	%���	 y = f(x) ���

�;	���� ��� y = f(x)

x � ��� 7 3E�(�F ����� 
�		C

� �,9$9+ '����
-
��� �
�� ��������
���!����
��
-�����	 ��� ��	� ��	%���	 y = f(x) �	
 ���� ��������	������	%���	 y = f(x)

x .
��		 ����C

εyx = εyx − 1.

��� +�����"��)� 
�� ��������	������	%���	 y = f(x)
x ��	�� ��	%���	 y = f(x) ��� � 3 %���	��

��� 
�� +�����"��)� εyx 
�� ��	%���	 f(x)�

� �,9$9. 5� ��� K = K(x) ��� 1��
�����	
��� ����� )�
��������� ��� k = K(x)
x ��� ���!�&

�!���

�	��
�����	
���� ���� ���
 ��!� 7 3E�(�GC εkx = εKx − 1� �� �� ��� 5���
���

 ���
���!��!���

�	��
�� �� ����� ��� ��� 8���� ��
 �� 1 	������ ��� ��� 5���
���

 ��� ��&
���
	��
���

'����
-
��� "� �����!����
��
+� ��� y = f(x) ��	� 
�����	"������� ��	%���	 �	
 x = g(y) 
�� 8%�����	%���	 
�"�� ��		
���� ��%�		�����C

df(x)

dx
=

1
dg(y)
dy

.

��� 
�� +�����"��)��	 ����� �	��� �����	
�	� 
����� ��"����	�C

εyx =
df(x)

dx

x

y
=

1
dg(y)
dy

y

x
=

1
dg(y)
dy

1
y
x

=
1

dg(y)
dy

y
x

=
1

εxy
�
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